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内 窗 简介 


本 书 研究 预测 方法 的 有 效 性 理论 及 其 应 用 ， 建 立 了 基于 不 同 准则 的 组 合 预 
测 模型 . 在 模型 的 构造 方面 , 建立 了 基于 预测 有 效 度 准则 的 最 优 组 合 预测 模型 、 
基于 多 种 诱导 有 序 加 权 平 均 算 子 的 最 优化 组 合 预 测 模型 、 基 于 相关 性 指标 的 最 
优 组 合 预 测 模型 、 基 于 非 线 性 加 权 平 均 的 最 优 组 合 预测 模型 等 ， 在 模型 的 有 效 
性 理论 的 探讨 方面 ， 针 对 多 种 准则 下 最 优 组 合 预测 提出 了 优 性 组 合 预测 、 预 测 
方法 优 超 和 元 余 度 等 概念 ， 给 出 了 非 劣 性 组 合 预测 、 优 性 组 合 预测 、 元 余 预 测 
方法 的 存在 性 以 及 元 余 预 测 信 息 的 判定 ， 在 模型 的 应 用 方面 ， 探 讨 了 组 合 预 测 
技术 在 证 券 组 合 投资 、 剩 余 劳动 力 优化 配置 、 组 合 赋 权 决策 等 领域 的 应 用 . 

本 书 可 作为 高 等 院 校 应 用 数学 、 运 筹 学 、 统 计 学 、 管 理科 学 和 系统 工程 专 
业 的 高 年 级 本 科 生 和 研究 生 教材 ， 也 可 作为 工程 技术 人 员 、 管 理 于 部 和 相关 学 
者 的 参考 书 . 
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《运筹 与 管理 科学 丛书 》 序 


运筹 学 是 运用 数学 方法 来 刻画 、 分 析 以 及 求解 决策 问题 的 科学 . 运筹 学 的 例子 在 
我 国 古 已 有 之 ， 春 秋 战 国 时 期 著名 军事 家 朱 爱 为 田 忌 赛马 所 设计 的 排序 就 是 一 个 很 好 
的 代表 . 运筹 的 重要 性 同样 在 很 早 就 被 人 们 所 认识 , 汉 高 祖 间 邦 在 称赞 张 良 时 就 说 道 ; 
“运筹 肉 帷 之 中 ， 决 胜 千 里 之 外 .” 

运筹 学 作为 一 门 学 科 兴 起 于 第 二 次 世界 大 战 期 间 ， 源 于 对 军事 行动 的 研究 .运筹 
学 的 英文 名 字 Operational Research， 诞 生 于 1937 年 . 运筹 学 发 展 迅速 ， 目 前 已 有 众 
多 的 分 支 ， 如 线性 规划 、 非 线性 规划 、 整 数 规划 、 网 络 规划 、 图 论 、 组 合 优 化 、 非 光 
滑 优化 、 锥 优化 、 多 目标 规划 、 动 态 规划 、 随 机 规划 、 决 策 分 析 、 排 队 论 、 对 策 论 、 
物流 、 风 险 管 理 等 . 

我 国 的 运筹 学 研究 始 于 20 氟 纪 50 年 代 ， 经 过 半 个 世纪 的 发 展 ， 运 筹 学 队伍 已 有 具 
相当 大 的 规模 ， 运 筹 学 的 理论 和 方法 在 国防 、 经 济 、 金 融 、 工 程 、 管 理 等 许多 重要 领 
域 有 着 广泛 应 用 ， 运 筹 学 成 果 的 应 用 也 常常 能 带 来 巨大 的 经 济 和 社会 效益 ， 由 于 在 我 
国 经 济 快速 增长 的 过 程 中 消 现 出 了 大 量 人 迫切 需要 解决 的 运筹 学 问题 ， 因 而 进一步 提高 
我 国运 筹 学 的 研究 水 平 、 促 进 运 筹 学 成 果 的 应 用 和 转化 、 加 快运 筹 学 领域 优秀 青年 人 
才 的 培养 是 当今 我 们 面临 的 十 分 重要 、 光 荣 、 间 时 也 是 十 分 艰巨 的 任务 . 我 相信 , 《 运 
筹 与 管理 科学 丛书 》 能 在 这 些 方面 有 所 作为 . 

《运筹 与 管理 科学 丛书 》 可 作为 运筹 学 、 管 理科 学 、 应 用 数学 、 系 统 科学 、 计 算 
机 科学 等 有 关 专 业 的 高 校 师 生 、 科 研 人 员 、 工 程 技术 人 员 的 参考 书 ， 同 时 也 可 作为 相 
关 专 业 的 高 年 级 本 科 生 和 研究 生 的 教材 或 教学 参考 书 ， 希望 该 丛书 能 越 办 越 好 ， 为 我 
国运 筹 学 和 管理 科学 的 发 展 做 出 贡献 . 


袁 亚 湘 
2007 年 9 月 


序 言 


复杂 的 社会 经 济 系统 面临 一 个 变化 迅速 的 外 界 环境 . 由 于 预测 的 不 确定 性 因素 显 
著 增 加 ,利用 传统 的 单个 预测 模型 进行 预测 的 缺陷 表现 为 信息 源 的 不 广泛 性 以 及 对 模 
型 设 定形 式 的 敏感 性 等 . 因此 ， 采 用 单个 预测 模型 进行 预测 往往 难以 达到 较为 理想 的 
预测 效果 ， 为 了 分 散 预 测 的 风险 ， 组 合 预测 方法 应 运 而 生 . 

组 合 预测 方法 有 效 性 理论 的 研究 已 经 引起 学 术 界 的 关注 . 本 书 建立 了 基于 不 同 准 
则 的 组 合 预测 模型 . 在 模型 的 构造 方面 ， 建 立 了 基于 预测 有 效 度 准 则 的 最 优 组 合 预测 
模型 、 基 于 多 种 诱导 有 序 加 权 平 均 算 子 的 最 优化 组 合 预 测 模型 、 基 于 相关 性 指标 的 最 
优 组 合 预 测 模 型 、 基 于 非 线 性 加 权 平 均 的 最 优 组 合 预 测 模型 等 ,在 模型 的 有 效 性 理论 
探讨 方面 ， 针 对 多 种 准则 下 最 优 组 合 预测 提出 了 优 性 组 合 预测 、 预 测 方 法 优 超 和 宛 余 
度 等 概念 ， 给 出 了 非 劣 性 组 合 预 测 、 优 性 组 合 预 测 、 完 余 预 测 方法 的 存在 性 以 及 元 余 
预测 信息 的 判定 ; 在 模型 的 应 用 方面 ， 探 讨 了 组 合 预 测 技术 在 证 券 组 合 投资 、 剩 余 劳 
动力 优化 配置 、 组 合 赋 权 决 策 等 领域 的 应 用 . 作者 在 写作 过 程 中 注意 到 以 下 两 个 方面 : 
一 是 力求 理论 上 的 系统 性 和 新 颖 性 ; 二 是 考虑 到 组 合 预 测 方 法 具有 良好 的 应 用 背景 ， 
增加 了 一 些 实证 分 析 的 内 容 ， 尽 量 做 到 理论 和 应 用 的 统一 . 

自 1998 年 以 来 ， 作 者 一 直 从 事 组 合 预测 方法 的 理论 和 应 用 研究 ，2005 年 ， 作 者 
主持 了 国家 自然 科学 基金 项 目 “ 诱 导 有 序 加权 平 均 组 合 预测 模型 的 构建 及 其 有 效 性 理 
论 和 应 用 研究 ” (70571001); 2007 年 ,作者 主持 了 安徽 省 自然 科学 基金 项 目 “ 基 于 多 
种 不 确定 型 偏好 信息 及 其 集结 算 子 的 群 决策 模型 方法 ”. 本 书 是 这 两 个 项 目 研究 的 一 
个 阶段 性 成 果 ， 同 时, 本 书 也 是 作者 多 年 来 在 组 合 预测 和 决策 分 析 方面 的 理论 研究 和 
应 用 研究 成 果 的 一 个 系统 总 结 . 作者 感谢 国家 自然 科学 基金 委员 会 和 安徽 省 自然 科学 
基金 委员 会 对 本 书 的 资助 ， 作 者 是 安徽 大 学 数学 创新 团队 的 重要 成 员 ， 也 要 感谢 安徽 
大 学 创新 团队 对 本 书 的 资助 . 

本 书 可 作为 高 等 学 校 应 用 数学 、 运 筹 学 、 统 计 学 、 管 理科 学 和 系统 工程 专业 的 高 年 
级 本 科 生 和 研究 生 教 材 ， 也 可 作为 工程 技术 人 员 、 管 理 于 部 和 相关 学 者 的 参考 书 . 

在 本 书 的 编辑 出 版 过 程 中 ， 得 到 了 科学 出 版 社 编辑 的 大 力 支持 和 帮助 ， 作 者 在 此 
表示 更 心 的 感谢 . 

最 后 ， 向 多 年 来 关心 支持 我 的 工作 的 领导 、 老 师 、 同 事 和 家 庭 表 示 衷 心 的 感谢 . 

由 于 本 人 的 学 识 水 平 有 限 ， 书 中 难免 存在 缺点 和 错误 ， 欢 迎 读者 不 音 赐教 . 


陈 华 友 
2007 年 10 月 于 合肥 
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第 1 章 绪 论 


1.1 预测 的 基本 概念 及 其 遵循 的 基本 原则 


预测 是 为 适应 社会 经 济 的 发 展 与 管理 的 需要 而 产生 和 发 展 起 来 的 . 预测 作为 一 
种 社会 实践 活动 , 已 有 几 千 年 的 历史 . 可 以 说 , 自 人 类 有 文明 历史 以 来 , 就 存在 预测 
活动 . 古代 的 预测 与 占卜 术 密 切 相关 , 是 在 先兆 、 经 验 的 前 提 下 推测 未 来 . 由 于 当 
时 人 们 对 客观 物质 世界 的 认识 水 平 较 低 , 古代 的 预测 多 半 具 有 唯心 主义 和 封建 迷信 
的 色彩 . 

随 着 人 类 社会 的 发 展 , 社会 生产 力 得 到 了 较 大 提高 . 特别 是 作为 生产 力 第 一 要 
素 的 科学 技术 水 平 的 显著 提高 , 科学 预测 逐步 取代 了 迷信 预测 和 经 验 预 测 而 发 展 成 
为 一 门 学 科 . 预测 学 就 是 总 结 预测 活动 的 经 验 所 形成 的 理论 概括 , 它 产 生 的 历史 并 
不 长 . 预测 真正 成 为 一 门 自 成 体系 的 独立 的 学 科 仅 仅 是 近 几 十 年 的 事情 . 特别 是 二 
次 世界 大 战 以 后 , 由 于 科学 技术 和 世界 经 济 取得 了 前 所 未 有 的 快速 发 展 , 社会 经 济 
现象 的 不 确定 因素 显著 增加 , 诸如 政治 危机 、 经 济 危 机、 能 源 危 机 、 怒 怖 活动 等 . 所 
有 这 些 不 确定 因素 增加 了 人 们 从 心理 上 了 解 和 掌握 未 来 的 必要 性 和 迫切 性 . 人 们 日 
益 意 识 到 科学 预测 的 重要 性 , 这 也 就 成 为 预测 学 进一步 发 展 的 推动 力 . 

对 于 “预测 ”一 词 , 可 以 从 不 同 的 角度 来 理解 . 它 有 三 个 含义 , 即 预 测 工 作 、 预 
测 结果 、 预 测 学 . 

首先 , 从 预测 工作 来 看 , 它 是 指 一 种 实践 活动 . 预测 是 根据 不 确定 事件 或 未 知 
事件 的 过 去 和 现状 的 信息 来 推 知 、 估 计 未 来 , 探索 事件 发 展 变 化 的 规律 . 即 根据 已 
知 推断 未 知 的 过 程 . 

其 次 , 从 预测 结果 来 看 , 它 是 预测 工作 的 成 果 和 “产品 *. 具体 表现 为 预测 工作 
过 程 所 获得 的 预测 值 . 这 些 预 测 值 反映 社会 经 济 现象 的 数量 特征 及 其 规律 性 . 

再 次 , 从 预测 学 来 看 , 它 是 阐述 预测 方法 的 一 门 学 科 和 理论 . 科学 预测 方法 是 采 
用 科学 的 判断 和 计量 方法 , 对 未 来 事件 的 可 能 变化 情况 作出 事先 推测 的 一 种 技术 . 
预测 学 是 一 门 应 用 方法 论 的 学 科 . 科学 预测 方法 要 求 根 据 社 会 经 济 现象 的 历史 和 现 
实 , 综合 多 方面 的 信息 , 运用 定性 和 定量 相 结合 的 分 析 方 法 , 揭示 客观 事物 的 发 展 变 
化 规律 , 并 指出 事物 之 间 的 联系 、 未 来 发 展 的 途径 和 结果 等 . 

上 述 三 个 含义 既 有 区 别 也 有 联系 . 预测 结果 是 预测 工作 的 成 果 . 预测 学 是 预测 
工作 的 理论 概括 和 总 结 , 因此 , 预测 学 阐述 的 预测 方法 对 预测 工作 起 着 指导 作用 . 预 
测 工作 一 方面 接受 预测 方法 对 其 的 指导 作用 , 另 一 方面 可 以 用 来 检验 预测 理论 方法 
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的 正确 性 , 从 而 促进 预测 理论 方法 的 发 展 . 预测 学 与 预测 工作 、 预 测 结果 之 间 的 关 
系 表明 理论 来 源 于 实践 , 又 反 过 来 服务 于 实践 , 体现 着 理论 与 实践 的 辩证 关系 . 

预测 学 突破 了 自然 科学 和 社会 科学 的 界限 , 已 发 展 成 为 一 门 综合 性 的 学 科 , 目 
前 预测 学 应 用 研究 有 很 大 的 拓展 , 广泛 应 用 于 人 口 、 环境、 资源、 教育、 金融、 交通 
运输 、 城 市 规划 、 医 药 卫 生 、 材 料 科学 、 科 技 管理 等 领域 . 可 见 , 预测 方法 与 各 个 学 
科 、 各 个 部 门 均 有 密切 联系 . 同时 , 预测 学 理论 研究 有 了 新 的 进展 , 但 是 我 们 还 不 能 
说 预测 学 已 经 发 展 得 很 成 熟 . 它 在 以 较 快 的 速度 继续 向 前 发 展 . 在 发 展 过 程 中 不 断 
地 吸收 其 他 学 科 的 营养 , 进一步 丰富 和 完善 自己 . 

一 般 而 言 , 预测 遵循 以 下 基本 原则 吓 : 

(1) 连贯 性 原则 . 预测 对 象 具有 的 规律 性 不 仅 在 过 去 和 现在 起 作用 , 而 且 在 未 
来 的 一 段 时 间 内 继续 发 挥 作用 , 这 种 连贯 性 包括 时 间 的 连贯 性 和 预测 系统 结构 的 连 
贯 性 . 

(2) 相关 类 推 原则 . 预测 对 象 的 发 展 变化 与 某 些 因素 密切 . 有 的 呈正 相关 关系 ， 
有 的 呈 负 相关 关系 .因此 , 类 推 原则 要 求 在 建立 适当 的 预测 模型 后 , 根据 相关 因素 
发 展 变 化 来 类 推 预 测 对 和 象 的 规律 . 

(3) 概率 性 原则 ， 预 测 对 象 的 发 展 既 受到 偶然 因素 的 影响 , 又 受到 必然 因素 的 
影响 . 概率 性 原则 要 求 利用 统计 方法 可 以 获得 预测 对 象 发 展 的 必然 规律 . 


1.2 对 传统 预测 方法 的 评价 


预测 根据 其 目标 和 特点 不 同 , 可 以 分 成 不 同 的 类 别 . 传统 的 预测 方法 按 属 性 不 
同 , 可 以 分 为 定性 预测 方法 和 定量 预测 方法 . 

定性 预测 方法 就 是 以 人 的 经 验 、 事 理 等 主观 判断 为 主 的 预测 方法 , 对 事物 未 来 
的 性 质 作出 描述 .一 般 地 说 , 定性 预测 方法 适用 于 缺少 历史 统计 资料 , 而 更 多 地 需 
要 依 束 专 家 的 经 验 的 情况 下 使 用 . 定性 预测 方法 通常 有 德尔 非法 、 主 观 概率 法 、 市 
场 调 查 法 、 领 先 指标 法 、 模 拟 推理 法 和 相关 因素 分 析 法 等 . 定性 预测 法 的 特点 可 归 
纳 为 ， 

(1) 强调 对 事物 发 展 的 性 质 进行 描述 性 的 预测 . 这 主要 通过 专家 的 经 验 以 及 分 
析 判 断 能 力 , 尤其 是 在 对 预测 对 象 所 掌握 的 历史 数据 不 多 或 影响 预测 对 象 因素 众 
多 、 复 杂 , 难以 作出 定量 分 析 的 情况 下 , 定性 预测 方法 是 较 好 的 可 行 方法 . 

(2) 强调 对 事物 发 展 的 趋势 、 方 向 和 重大 转折 点 进行 预测 . 例如 , 某 商品 在 市 场 
上 所 处 的 阶段 、 市 场 总 体形 势 的 变化 、 国家 产业 政策 的 变化 、 新 产品 的 开发 、 企业 
经 营 环境 分 析 等 

从 上 面 定性 预测 方法 的 特点 可 知 , 定性 预测 法 的 优点 在 于 预测 事物 未 来 发 展 性 
质 方面 , 且 定 性 预测 法 的 灵活 性 较 强 , 能 充分 发 挥 人 们 的 主观 能 动 性 . 同时 , 定性 预 
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测 法 预测 简单 迅速 , 可 节省 一 定 的 人 力 、 物力 和 财力 . 当然 , 定性 预测 方法 也 存在 缺 
点 . 表现 为 它 受 人 们 的 主观 因素 的 影响 较 大 . 这 是 因为 定性 预测 方法 主要 依赖 于 人 
们 的 知识 、 经 验 和 能 力 的 大 小 等 , 因此 缺乏 成 套 的 数学 模型 , 难以 对 事物 发 展 作出 
数量 上 的 精确 度量 . 

定量 预测 方法 就 是 利用 预测 对 象 的 历史 和 现状 的 数据 ， 护 变 量 之 间 的 函数 关系 


” 建立 数学 模型 , 从 而 计算 出 预测 对 象 的 预测 值 .显然 , 定量 预测 方法 适用 于 历史 统 


计 资 料 较为 丰富 的 情况 . 定量 预测 方法 通常 有 移动 平均 法 、 指 数 平滑 法 、 线 性 回归 
法 、 非 线性 回归 法 、 马 尔 可 夫 预 测 法 、 投 入 产 出 预测 法 、 灰 色 预 测 法 、Box-Jenkins. 
模型 法 、 经 济 计量 模型 法 、 干 预 分 析 模 型 法 等 . 定量 预测 方法 的 特点 可 归纳 如 下 : 

(1) 强调 对 事物 发 展 的 数量 方面 进行 较为 精确 的 预测 . 这 主要 通过 历史 统计 数 
据 建立 相应 的 数学 模型 , 对 事物 发 展 作出 数量 上 的 预测 . | 

(2) 强调 对 事物 发 展 的 历史 统计 资料 利用 的 重要 性 . 目前 ， 国民 经 济 核 算 体系 及 
其 他 统计 数据 正好 为 定量 预测 法 提供 了 信息 来 源 . 

(3) 强调 建立 数学 模型 的 重要 性 , 且 要 利用 电子 计算 机 来 解决 定量 预 测 法 中 复 
条 的 数学 模型 的 参数 计算 问题 . 目前 , 电子 计算 机 的 迅速 发 展 和 普及 , 为 定量 预测 
法 提供 了 良好 的 技术 条 件 . 

从 上 面 定量 预测 方法 的 特点 可 知 , 定量 预测 法 的 优点 偏重 于 预测 事物 未 来 发 展 
数量 方面 的 准确 描述 . 它 较 少 依赖 于 人 的 知识 、 经 验 等 主观 因素 , 而 是 更 多 地 依赖 
于 预测 对 象 客观 的 历史 统计 资料 , 利用 电子 计算 机 对 数学 模型 进行 大 量 的 计算 而 获 
得 预测 结果 . 其 缺点 是 : 对 预测 者 的 素质 要 求 较 高 , 预测 者 必须 掌握 数学 方法 、 计 
算 机 技术 及 相应 的 专门 理论 ; 另外 , 定量 预测 法 的 精确 度 较 多 地 依赖 于 统计 资料 的 
质量 和 数量 . 同时 , 若 预 测 对 象 的 系统 结构 发 生 质 的 变化 , 相应 的 统计 数据 发 生 较 
大 的 波动 , 此 时 定 基 预测 法 难以 获得 满意 的 预测 结果 . 


1.3 组 合 预测 方法 研究 的 现状 


实际 的 预测 对 和 象 可 能 是 较为 复杂 的 社会 经 济 系统 , 有 多 种 错综复杂 的 因素 对 其 
产生 影响 , 有 些 是 基本 因素 , 有 些 是 偶然 因素 . 预测 者 常常 在 不 同 的 假设 条 件 下 , 采 
用 不 同 的 单项 预测 方法 对 同一 预测 问题 建立 多 种 预测 模型 , 然后 按照 统计 假设 检验 ， 
从 众多 的 预测 方法 中 选择 结果 最 好 的 一 个 , 而 排除 了 其 他 单项 预测 方法 . 这 是 不 是 
提高 预测 精度 的 最 佳 的 办 法 呢 ? 回答 是 否定 的 . 

显然 ， 不 同 的 定性 预测 模型 方法 和 定量 预测 模型 方法 各 有 其 优点 和 缺点 它们 
之 间 并 不 是 相互 排斥 , 而 是 相互 联系 、 相 互补 充 . 由 于 每 种 预测 方法 利用 的 数据 不 
尽 相同 , 不 同 的 数据 从 不 同 的 角度 提供 各 方面 有 用 的 信息 . 在 预测 的 过 程 中 , 如 果 
想当然 的 认为 某 个 单项 预测 方法 的 预测 误差 较 大 , 就 把 该 种 预测 方法 弃 之 不 用 , 这 
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可 能 造成 部 分 有 用 的 信息 丢失 . 因此 , Bates 和 Granged2l 于 1969 年 首次 提出 一 个 
合理 的 做 法 , 即 综合 考虑 各 单项 预测 方法 的 特点 , 将 不 同 的 单项 预测 方法 进行 组 合 ， 
提出 组 合 预 测 方法 的 概念 . 也 就 是 说 , 即使 一 个 预测 误差 较 大 的 预测 方法 , 如 果 它 
包含 系统 独立 的 信息 , 当 它 与 一 个 预测 误差 较 小 的 预测 方法 组 合 后 , 完全 有 可 能 增 
加 系统 的 预测 性 能 . 

车 预测 者 只 用 一 种 预测 方法 进行 预测 , 则 这 种 预测 方法 的 选择 是 否 适 当 就 显得 
很 重要 . 如 果 预 测 者 选择 预测 方法 不 当 , 就 可 能 要 冒 一 定 决策 失误 的 风险 . 在 预测 
实践 中 , 若 把 多 种 单项 预测 方法 正确 地 结合 起 来 使 用 , 则 会 使 得 组 合 预测 结果 对 某 
单个 较 差 的 预测 方法 不 太 敏 感 . 因此 , 组 合 预测 一 般 能 提高 预测 的 精确 度 和 可 靠 度 . 

所 谓 组 合 预测 就 是 设法 把 不 同 的 预测 模型 组 合 起 来 , 综合 利用 各 种 预测 方法 所 
提供 的 信息 , 以 适当 的 加 权 平 均 形 式 得 出 组 合 预测 模型 . 组 合 预测 最 关心 的 问题 就 
是 如 何 求 出 加 权 平 均 系 数 , 使 得 组 合 预测 模型 更 加 有 效 地 提高 预测 精度 . 组 合 预 测 
在 国外 称 为 combination forecasting 或 combined forecasting, 在 国内 也 称 为 综合 
测 等 . 

1969 年 , Bates 和 Granger] 首次 对 组 合 预测 方法 进行 系统 研究 . 其 研究 成 果 
引起 预测 学 者 的 重视 . 20 世纪 70 年 代 以 后 , 组 合 预测 方法 的 研究 进一步 得 到 了 重 
视 . 1989 年 , 国际 预测 领域 的 权威 学 术 刊 物 Journal of Forecasting 还 出 版 了 组 合 预 
测 方法 专辑 B~13. 这 充分 说 明了 组 合 预 测 方法 在 预测 学 中 的 重要 地 位 0 

最 近 十 几 年 , 国内 预测 学 界 也 非常 重视 组 合 预 测 方法 的 研究 , 取得 一 系列 的 研 
究 成 果 ， 唐 小 我 教授 的 研究 成 果 尤 其 突出 E422,3%61， 组 合 预 测 方 法 的 研究 成 果 主 
要 发 表 在 《管理 科学 学 报 》B.《 系 统 工 程 理 论 与 实践 》2425、《 电 子 科 技 大 学 学 
报 》naal、《 预 测 》B6l《 系 统 工 程 学 报 》B71、《 系 统 工程 理论 方法 应 用 》B271、《 控 制 与 
决策 》B3l 等 学 术 刊物 上 . 

以 上 各 种 不 同 的 组 合 预 测 方法 中 , 实际 应 用 和 理论 研究 最 多 的 是 最 小 方差 方法 ， 
且 大 体 上 以 绝对 误差 作为 准则 来 计算 出 组 合 预 测 方法 的 权 系数 向 量 . 但 是 , 评价 预 
测 精度 的 指标 除了 绝对 误差 以 外 , 还 可 以 用 相对 误差 指标 或 预测 精度 指标 来 反映 . 
因此 , 目前 组 合 预测 方法 的 研究 并 不 完善 , 需要 进一步 加 强 研究 . 

对 国内 外 文献 的 系统 分 析 表 明 , 相关 研究 呈现 以 下 特点 : 

(1) 提出 多 种 准则 下 的 组 合 预测 模型 , 对 组 合 预测 模型 的 求解 和 有 效 性 的 实证 
研究 较为 深入 , 但 缺乏 多 种 准则 框架 下 的 组 合 预测 模型 有 效 性 的 理论 研究 成 果 . 目 
前 , 国内 外 学 者 主要 提出 以 下 一 些 组 合 预测 方法 : 最 小 方差 方法 228~3L36、 无 约束 
最 小 二 乘 方法 B3 、 约 束 最 小 二 乘 方法 Ba3,34、Bayes 方法 B5,331、 基 于 不 同 准则 和 范 
数 的 组 合 预测 方法 B8;39 、 递 归 组 合 预测 方法 .4 等 . 

(2) 对 组 合 预测 方法 的 有 效 性 的 理论 研究 已 经 引起 学 术 界 的 关注 . 文献 40] 针 
对 无 非 负 约束 的 以 误差 平方 和 达到 最 小 的 组 合 预测 模型 提出 了 优 性 组 合 预测 的 概 
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念 , 并 利用 组 合 预测 绝对 误差 信息 矩阵 的 性 质 判 断 简 单 平均 方法 是 优 性 组 合 预 测 的 
条 件 ; 文献 [42] 研究 了 该 模型 组 合 预测 误差 的 界 ; 文献 [72] 提出 了 基于 预测 有 效 度 
的 组 合 预 测 模型 , 并 给 出 组 合 预 测 权 系数 的 线性 规划 的 求解 方法 ; 文献 [73] 针对 此 
模型 探讨 其 有 效 性 ; 文献 [74] 研究 了 考虑 预测 精度 标准 差 的 预测 有 效 度 的 组 合 预测 
模型 的 性 质 . 但 是 , 总 体 来 说 , 针对 其 他 准则 [| 下 的 组 合 预测 模型 及 加 权 调 和 平均 
组 合 预 测 模型 的 , 加 权 几 何平 均 组 合 预测 (9 的 有 效 性 的 理论 研究 成 果 尚 需 进 一 步 
研究 . 

(3) 现 有 的 组 合 预测 方法 根据 单项 预测 方法 的 种 类 不 同 而 赋予 不 同 的 加 权 平 均 
系数 , 其 特点 是 同一 个 单项 预测 方法 在 各 个 时 点 的 加 权 平 均 系 数 是 相同 的 . 然而 , 实 
际 的 情况 是 同一 个 单项 预测 方法 在 不 同时 刻 的 表现 并 不 相同 , 即 在 某 个 时 点 上 预测 
精度 较 高 , 而 在 另 一 时 点 上 预测 精度 较 低 ， 有 必要 讨论 有 序 加 权 几 何平 均 的 新 的 组 
合 预 测 模型 , 新 模型 赋 权 的 基本 思想 是 依据 每 个 单项 预测 方法 在 各 个 时 点 的 拟 合 精 
度 的 高 低 进行 有 序 赋 权 . 


1.4 本 书 的 主要 内 容 


本 书 的 主要 内 容 包括 10 章 , 具体 安排 如 下 ， 

第 1 章 是 绪论 . 首先 叙述 了 预测 的 基本 概念, 然后 分 析 了 定性 预测 方法 和 定量 
预测 方法 的 特点 , 指出 了 两 种 预测 方法 的 信息 互补 性 , 说 明了 组 合 预测 方法 产生 的 
背景 , 最 后 综述 了 组 合 预测 方法 研究 的 国内 外 现状 , 指出 了 进一步 加 强 研究 的 必要 
性 . 

第 2 章 是 常用 的 单项 预测 模型 . 主要 介绍 常用 的 单项 预测 模型 的 预测 方法 ,包括 
时 间 序列 预测 模型 、 回 归 分 析 预 测 模型 、 随 机 时 间 序 列 预测 模型 、 灰 色 预 测 GM(1， 
1) 模型 、 季 节 变动 时 间 序列 的 预测 模型 

第 3 章 是 非 最 优 组 合 预测 模型 研究 . 由 于 在 求解 最 优 组 合 预测 模型 时 , 最 优 组 
合 预测 的 权 系数 有 可 能 出 现 负 的 情况 , 而 负 的 组 合 预测 的 权 系数 没有 实际 的 意义 . 
所 以 通常 有 两 种 解决 问题 的 办 法 : 一 是 在 最 优 组 合 预测 模型 中 增加 非 负 约束 条 件 ; 
一 是 研究 满足 非 负 约束 的 非 最 优 组 合 预测 模型 . 因此 , 本 章 进一步 探讨 确定 组 合 巴 
测 的 权 系数 的 非 最 优 组 合 巴 测 模 型 , 以 满足 决策 者 的 需求 

第 4 章 是 基于 预测 误差 指标 的 最 优 组 合 预测 模型 . 目前 , 国内 外 学 者 提出 各 种 
不 同 的 组 合 预 测 方法 主要 是 以 绝对 误差 作为 准则 来 计算 出 组 合 预测 方法 的 权 系数 
向 量 . 本 章 介绍 了 几 种 主要 的 组 合 预 测 模型 、 包 括 以 预测 误差 平方 和 达到 最 小 的 线 
性 组 合 预测 模型 、 以 离 差 绝对 值 和 达到 最 小 的 线性 组 合 预测 模型 、 以 最 大 高 差 绝对 
值 达到 最 小 的 线性 组 合 预 测 模 型 、 以 组 合 预测 误差 全 距 作为 目标 函数 的 组 合 预测 
模型 、 非 负 可 变 加 权 系 数 的 组 合 预测 模型, 最 后 给 出 基于 预测 误差 指标 的 最 优 组 合 
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预测 模型 的 实例 分 析 . 

第 5 章 是 基于 预测 有 效 度 的 最 优 组 合 预测 的 有 效 性 理论 .目前 组 合 预测 模型 
大 多 研究 的 是 关于 最 小 方差 方法 的 模型 解 的 求法 、 组 合 结构 特征 以 及 预测 误差 平 
方 和 的 取 值 范围 656,59 等 问题 . 因此 , 本 章 重点 提出 了 基于 预测 有 效 度 组 合 预测 模 
型 , 针对 基于 一 阶 或 二 阶 预测 有 效 度 的 组 合 预 测 模 型 , 提出 了 若干 新 概念 , 并 对 其 几 
个 基本 问题 进行 研究 ， 这 些 基 本 问题 包括 非 负 权重 最 优 组 合 预 测 方 法 的 预测 有 效 
度 是 否 一 定 大 于 各 个 单项 预测 方法 预测 有 效 度 中 的 最 大 者 ; 当 参 加 组 合 的 预测 方 
法 增多 时 , 非 负 权 重 最 优 组 合 预测 方法 的 预测 有 效 度 是 否 一 定 增 大 ; 最 优 组 合 预测 
方法 是 否 存在 元 余 预 测 方法 以 及 元 余 信 息 的 判定 等 . 最 后 对 回归 型 组 合 预测 模型 进 
行 权 系数 估计 及 其 显著 性 检验 . 

第 6 章 是 非 线性 加 权 平 均 的 最 优 组 合 预 测 模型 的 有 效 性 理论 . 本 章 提出 了 基 
于 Lz 和 Li 范 数 的 加 权 几 何平 均 组 合 预 测 方法 , 给 出 模型 的 求解 方法 , 并 进行 了 实 
例 分 析 . 同时 , 针对 基于 Li1 范 数 的 加 权 几 何平 均 组 合 预 测 方法 , 调和 平均 的 组 合 预 
测 方法 的 性 质 进 行 了 研究 , 并 对 广义 加 权 算术 平均 组 合 预测 法 的 最 优化 理论 基础 及 
性 质 进行 了 探讨 . 

第 7 章 是 基于 相关 性 指标 的 最 优 组 合 预测 模型 的 有 效 性 理论 ， 基于 相关 性 指 
标的 最 优 组 合 预测 模型 是 研究 组 合 预测 方法 的 一 个 新 途径 . 本章 针 对 四 种 基于 相 
关 性 指标 的 最 优 组 合 预测 模型 , 即 基 于 关联 度 最 大 化 组 合 预 测 模型 、 基 于 相关 系数 
最 大 化 组 合 预测 模型 、 基 于 夹 角 余 荡 最 大 化 组 合 预测 模型 、 基 于 Theil 不 等 系数 最 
小 化 组 合 预 测 模型 , 研究 了 它们 的 基本 结构 特征 . 在 提出 新 的 优 性 组 合 预测 、 预 测 
方法 优 超 、 宛 余 度 等 概念 的 基础 上 , 探讨 了 非 劣 性 组 合 预测 、 优 性 组 合 预 测 以 及 元 
余 预 测 方法 的 存在 性 , 并 给 出 元 余 信 息 的 判定 定理 . 实例 分 析 表 明 , 这 些 方法 有 较 
大 的 实际 应 用 价值 . 

第 8 章 是 基于 诱导 有 序 信息 集结 算 子 的 最 优 组 合 预 测 模型 及 其 有 效 性 理论 . 组 
合 预 测 方法 之 所 以 能 提高 预测 精度 , 是 因为 它 能 有 效 地 提取 各 单个 的 预测 模型 提供 
的 有 用 信息 , 因此 , 组 合 预测 方法 的 实质 也 是 一 种 信息 的 有 效 集成 方法 . 有 序 加 权 
平均 算 子 和 诱导 有 序 加 权 平均 算 子 均 是 介 于 最 大 算 子 与 最 小 算 子 之 间 的 一 种 信息 
集成 方法 , 常规 的 加 权 算 术 平均 算 子 是 其 特例 . 本 章 探讨 了 有 序 加 权 平 均 算 子 和 诱 
导 有 序 加 权 平 均 算 子 的 概念 和 性 质 . 在 此 基础 上 提出 了 基于 IOWA 算 子 的 组 合 预 
测 方法 、 基 于 IOWGA 算 子 的 组 合 预测 方法 和 基于 IOWHA. 算 子 的 组 合 预测 方法 ， 
给 出 了 相应 的 权 系数 的 确定 的 数学 规划 方法 . 实例 分 析 结果 表明 , 模型 能 有 效 提高 
组 合 预测 精度 . 本 章 最 后 探讨 了 一 类 OWA 算 子 的 组 合 预测 模型 的 有 效 性 理论 . 

第 9 章 是 组 合 预测 技术 的 应 用 研究 . 从 信息 的 利用 角度 来 看 , 组 合 预测 综合 利 
用 各 种 单项 预测 方法 所 提供 的 信息 , 以 适当 的 加 权 平 均 形式 得 出 组 合 预测 模型 . 因 
此 , 组 合 预测 方法 可 以 降低 信息 的 不 完备 性 , 从 而 使 得 组 合 预 测 模型 更 加 有 效 地 提 


1.4 本 书 的 主要 内 容 7. 


高 预测 精度 . 本 章 把 组 合 预 测 技 术 的 基本 思想 移植 到 其 他 领域 , 扩大 其 应 用 范围 . 本 
章 探 讨 了 组 合 预测 技术 在 多 属性 决策 (或 多 指标 评价 )、 证 券 组 合 投资 、 剩余 劳动 力 
配置 等 方面 的 应 用 . 

第 10 章 是 组 合 判断 矩阵 及 相关 决策 问题 研究 . 由 于 决策 问题 的 复杂 性 , 决策 者 
很 难 直 接 提供 方案 的 排序 结果 , 而 是 给 出 方案 两 两 比较 的 判断 矩阵 的 偏好 信息 . 目 
前 从 判断 矩阵 中 元 素 表现 的 方法 来 划分 , 可 分 为 互 反 判断 矩阵 和 模糊 (或 互补 ) 判 
断 窍 阵 两 大 类 . 有 关 互 反 判 断 矩 阵 的 研究 已 趋 于 完善 ,而 模糊 判断 矩阵 尚 在 研究 之 
中 . 本 章 研究 组 合 判断 矩阵 的 相 容 性 与 一 致 性 关系 , 根据 模糊 判断 矩阵 互补 性 的 特 
点 , 提出 一 个 相 容 性 的 新 指标 , 并 研究 模糊 判断 矩阵 相 容 性 和 一 致 性 的 关系 , 在 相 容 
性 概念 的 基础 上 , 研究 了 加 权 几 何平 均 组 合 判断 矩阵 的 相 容 性 以 及 相 容 性 和 一 致 性 
的 关系 . 在 相对 较 弱 的 条 件 下 , 获得 了 组 合 判 断 和 矩阵 不 仅 与 其 自身 的 特征 和 矩阵 具有 
满意 的 相 容 性 , 而 且 它 还 与 加 权 几 何平 均 组 合 排序 向 量 所 构成 的 特征 矩阵 具有 满意 
的 相 容 性 . 这 为 在 群 组 决策 中 使 用 加 权 几 何平 均 向 量 排序 法 提供 理论 依据 另外 还 
探讨 了 模糊 判断 矩阵 的 相 容 性 研究 、 模 糊 判断 抠 阵 排序 的 最 小 偏差 法 的 人 性质 等 . 
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组 合 预测 方法 是 以 单项 预测 方法 作为 基础 的 , 因此 , 本 章 介绍 几 种 常用 的 单项 预 
测 方 法 的 基本 原理 %~ 得 , 包括 移动 平均 法 、 指 数 平滑 法 、 线 性 回归 法 、Box-Jenkins 
模型 法 、 灰 色 预 测 模型 法 等 ,这些 单 项 预测 方法 利用 预测 对 象 的 历史 和 现状 的 数 
据 , 建立 相应 的 数学 模型 , 从 而 计算 出 预测 对 象 的 预测 值 . 


2.1 时 间 序 列 预测 模型 


时 间 序 列 是 指 社会 经 济 现象 或 自然 现象 的 某 种 指标 按时 间 先 后 顺序 所 排列 的 
数字 序列 , 它 包含 两 个 要 素 : 一 个 是 现象 所 属 的 时 间 , 另 一 个 是 其 对 应 的 指标 值 . 一 
般 的 时 间 序 询 可 表示 为 {zi,t = 1,2,…,n}. 

2.1.1 具有 局 部 水 平 趋势 的 平滑 预测 模型 

设 有 时 间 序 列 {x,t = 1,2,…,n}, 若 它 在 某 一 局 部 时 间 范 围 内 的 指标 值 围绕 某 
一 水 平 线 上 下 波动 , 而 在 较 长 时 间 范 围 内 的 指标 值 是 缓慢 移动 的 , 则 称 该 时 间 序 列 
具有 局 部 水 平 趋势 . 现 介 绍 三 种 预测 模型 . 

1， 简单 移动 平均 预测 法 

所 谓 简单 移动 平均 法 就 是 从 时 间 序 列 的 第 一 项 数值 开始 , 按 一 定 的 项 数 求 时 间 
序列 的 序 时 平均 数 , 然后 逐 项 移动 , 边 移动 边 平均 . 这 样 就 可 以 得 到 一 个 由 移动 平 
均 数 构成 的 新 的 时 间 序列 . 它 是 对 原 有 的 时 间 序 列 的 不 规则 变动 进行 了 修 匀 . 简单 
移动 平均 预测 法 的 计算 公式 如 下 


itl = Tit Tel 一 “十 DEN+L (2.1.1) 


其 中 ri 表示 t 十 1 时 刻 时 间 序 列 指标 的 预测 值 , N 称 为 移动 平均 项 数 ， 
为 简化 计算 , 由 式 (2.1.1) 可 得 如 下 递 推 公 式 


Zi+1 十 2 十 十 2t 一 N+2 
t+2 一 六 
(Ztt1 — Tt N+1) + (Te Te N42 Te N+1) 
N 
Tttl — Xt 
lt N+ (2.1.2) 


二 t+1 十 


2.1 时 间 序 列 预测 模型 .9 . 


在 简单 移动 平均 法 中 , 移动 平均 项 数 NN 的 选取 具有 一 定 的 主观 性 和 经 验 性 . 一 
般 可 采用 取 几 个 不 同 的 NN 值 进行 试 算 , 再 选取 拟 合 均 方 误差 最 小 所 对 应 的 值 . 


2. 加 权 移 动 平 均 预 测 法 


在 简单 移动 平均 法 中 , 每 个 时 刻 时 间 序 列 指标 的 权 系 数 都 是 相等 的 ， 然而, 由 
于 近期 的 统计 数据 所 包含 的 信息 量 大 , 远 期 的 统计 数据 所 包含 的 信息 景 小 , 因此 , 采 
用 不 等 权 的 加 权 移 动 平 均 法 更 符合 实际 . 加 权 移 动 平均 预测 法 的 计算 公式 如 下 


人 t+H1 = Mort 十 和 AZ- 十 十 和 AN_10Ct NT+1) (2.1.3) 


N_1 
其 中 入 为 统计 数据 zi41_; 的 权 系数 , 且 有 > Xi 一 1 Xo 之 A1 冯 过 AN-1Iz0， 
i=0 
i=0,L. Nl1. 


3. 指数 平滑 预测 法 


在 加 权 移 动 平 均 法 中 ， 若 取 移 动 平 均 项 数 N= ?725 且 权 系数 入 0， 和 1， 加 An 一 1 为 
时 的 加 权 移 动 平均 法 为 指数 于 清 顶 测 法 


因为 权 系数 满足 > = 1， 即 叶 ku = 1， 所 以 二 二 


i=0 


预测 法 的 计算 公式 为 
Kan 1o—w ， 
Fn+1 = Morn 十 AZn 1 十 十 和 Xn171 一 》, Tm ni (2.1.4) 
i=0 


因为 we (0，1), 所 以 i = 0， 从而 (2.1.4) 就 转化 为 


bnt1 = (1 — WwW) 》 aotzn (2.1.5) 
若 令 a=1 一 w, 则 ge (0，1), w=1 一 a, 式 (2.1.5) 就 写 为 


bnt+1 = 0 (1 — oa)'zns, (2.1.6) 
i=0 
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其 中 a 称 为 平滑 系数 . 为 简化 计算 , 由 式 (2.1.6) 可 得 递 推 公式 


人 nl = ay》 (1 ~ Qa)izn i= Qn ay》， (1— Oo)' Tn- 


i>0 记 1 
=Q Tn+(l— oa) ay》， (一 azzn 1 
了 >0 
一 ac2n 十 (1 一 oa)2n. (2.1.7) 


式 (2.1.7) 的 直观 含义 是 , 第 n+1 时 刻 时 间 序 列 指标 的 指数 平滑 预测 值 等 于 第 ”时 
刻 时 间 序列 指标 的 实际 值 和 第 ”时 刻 时 间 序 列 指标 的 指数 平滑 预测 值 的 加 权 平 均 ， 
一 般 初 始 的 指数 平滑 预测 值 可 取 为 初始 时 刻 时 间 序 列 的 实际 值 , 即 2o = zl， 

在 指数 平滑 预测 法 中 , 需要 讨论 平滑 系数 a 的 选取 问题 . 常用 的 选取 方法 大 体 
上 有 两 种 : 

(1) 主观 法 . 根据 时 间 序 列 指标 值 的 变化 情况 来 确定 平滑 系数 a. 若 时 间 序 列 
指标 值 变化 缓慢 , a 可 取 小 些 , 例如 a 在 0.3 左右 ; 若 时 间 序 列 指标 值 变化 比较 迅速 ， 
a 可 取 大 些 , 例如 a 在 0.7 至 0.9 左右 . 

(2) 客观 法 . 根据 指数 平滑 预测 法 在 拟 合 区 间 上 误差 平方 和 指标 , 使 其 极 小 化 ， 
从 而 求解 出 最 优 的 a. 具体 来 说 , 令 e = zi 一 各 ,t= 1,2,…,n, 则 es 表示 第 上 时 刻 
时 间 序 列 指标 的 指数 平滑 预测 误差 , 其 中 Si = a zt 二 (一 oa 人 -1 23 为 给 定 的 第 
1 时 刻 时 间 序 列 指标 的 初始 预测 值 , 显然 ,et 为 平滑 系数 a 的 函数 , 设 @ 为 指数 平 
滑 预测 法 在 拟 合 区 间 上 误差 平方 和 , 则 有 


显然 , Q 也 为 a 的 函数 , 记 为 Q(a), 因此 , 最 优 的 a 选取 可 表示 为 如 下 最 优化 问题 
. 2 
a 9 -2 Tt de) 


上 述 最 优化 问题 的 求解 可 采用 一 维 搜索 法 . 
2.1.2 具有 线性 趋势 的 外 推 预 测 模型 


设 时 间 序 列 {z4,1=1,2,… ,n } 具 有 线性 趋势 , 车 它 用 简单 移动 平均 法 进行 预测 ， 
则 会 产生 滞后 现象 . 需要 对 简单 移动 平均 法 和 指数 平滑 预测 法 进行 改进 , 为 此 提出 
两 种 预测 模型 ， | 
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1， 二 次 移动 平均 预测 楼 型 和 参数 估计 
所 谓 二 次 移动 平均 法 就 是 对 一 次 移动 平均 值 序列 再 进行 一 次 移动 平均 得 到 的 
,最 
多 人 Vtt Tel 二 Wt N+l 
Ltt1 二 一 人 人 人 人 人 


是 一 次 移动 平均 值 序列 , 对 其 再 作 一 次 移动 平均 , 就 得 到 二 次 移动 平均 计算 式 


人 人 十 你 十 …: 你 
和 (2.1.8) 


因为 时 间 序 列 {z4,1=1,2,…… ,n } 具 有 线性 趋势 , 设 二 次 移动 平均 法 预测 方程 为 
i4T = at + biT, (2.1.9) 
其 中 ai, bt 为 待 估 参 数 , 7 为 预测 步 长 . 下 面 讨论 at, 上 的 估计 . 


时 刻 的 实际 值 为 
Titl = Qt + bi, : (2.1.10) 


则 t+1 时 刻 的 一 次 移动 平均 值 为 
_ Zit Tel 二 .十 Zi_N+1l Qt + (at —bi) .+ [a — (N ~— 1)b:] 


Yet1 = N N 
_ A(N— Do 
一 人 (2.1.11) 
所 以 由 式 (2.1.10) 和 式 (2.1.11) 得 
2t+1L 一 人 1 一 一 1 (2.1.12) 
同 理 有 ] 
tr1 一 Sep1 一 了 bi. (2.1.13) 
由 式 (2.1.13) 得 
2 A . 
be 三 六 TI ( 一 和 3 (2.1.14) 


式 (2.1.14) 即 为 bi 的 估计 . 
由 式 (2.1.12)、(2.1.13) 知 zi+l = 2241 一 人 +1, 由 式 (2.1.10)、(2.1.14) 得 


~ 


、 a 2N N+3. 
Qt 二 Tt+l1 一 be 一 224+1 一 t+1 一 be 一 Ni 一 六 二 Tt+1 (2.1.15) 


式 (2.1.15) 即 为 a 的 估计 . 
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2.， 二 次 指数 平滑 预测 模型 和 参数 估计 

车 时 间 序 列 {z4,t=1,2,…,n } 具 有 线性 趋势 , 它 还 可 以 用 二 次 指数 平滑 预测 法 
进行 预测 , 所 谓 二 次 指数 平滑 预测 法 就 是 对 一 次 指数 平滑 预测 值 序列 再 进行 一 次 指 
数 平 滑 预 测 得 到 的 值 . 令 


2n41 一 Gozn 十 (1 一 Qw) 人 n， (2.1.16) 


称 式 (2.1.16) 是 一 次 指数 平滑 值 模型 . 若 对 其 再 作 一 次 指数 平滑 , 就 得 到 二 次 指数 
平滑 计算 式 
G41 = ohn + (1 — oa)$,,, (2.1.17) 
其 中 和 ol 为 二 次 指数 平滑 预测 值 , a 为 平滑 系数 ,二 次 指数 平滑 的 初始 值 也 可 取 
为 初始 时 刻 时 间 序 列 的 实际 值 , 即 fo = zi1， 
设 时 间 序 列 可 以 向 两 侧 无 限 延 伸 , 即 {zt,t=…, 一 2, 一 1,0,1,2,… ,n }, 由 式 (2.1.6) 
知 


bnt1 = > (1 ~ a)irns, (2.1.18) 
i=0 
同 理 , 由 式 (2.1.17) 有 
nt1 = 0 (一 oa) 认 ob (2.1.19) 
i=0 


假设 两 侧 无 限 延 伸 的 时 间 序 列 具 有 线性 趋势 zi47 = ai 十 niT, 由 式 (2.1.18) 得 


a = ad (1— a) je aD 0) n — ibn,) 
i=—0 
oo 


0 i ay (1 ~— a)’ib, 


i=0 


本 n — OQ(1 一 a)pn [ (3 a 


?一 并 
TGS 
把 式 (2.1.18) 代入 式 (2.1.19) 得 


ae 1 一 of Bat (1 — oa)*(an — (i+ Ek)bn | 


k=0 


t=1—6 


bn. (2.1.20) 


= ac (1—a)’ | — ibn 一 | = an 一 全 op (2.1.21) 


i=0 


2.2 回归 分 析 预 测 模型 “ 13. 


由 式 (2.1.20) 和 式 (2.1.21) 联合 解 方程 组 得 


Qn 一 22n +1 一 Zn +1) 


| (2.1.22) 
ba = 一 (2 一 1) . 


式 (2.1.22) 即 为 an, bn 的 佰 计 . 


2.2 回归 分 析 预 测 模型 


回归 分 析 是 英国 生物 学 家 Galton 在 研究 人 类 身高 的 遗传 特性 时 首先 提出 来 的 . 
通过 大 量 的 统计 资料 ,Galton 发 现 , 身材 高 的 父亲 , 他 的 儿子 身材 比 其 略 矮 ; 反之 ， 
身材 矮 的 父亲 , 他 的 儿子 身材 比 其 略 高 . 即 人 类 的 身高 有 向 平均 数 靠 近 的 倾向 , 这 
种 现象 称 之 为 回归 . 回归 分 析 预 测 方法 是 一 种 因果 分 析 预 测 . 它 是 研究 某 一 个 随机 
变量 与 一 个 或 几 个 变量 之 间 的 数量 关系 , 用 一 个 或 几 个 非 随 机 变量 来 预测 某 一 个 随 
机 变量 的 方法 . 

回归 分 析 预 测 方法 按 回归 方程 所 含 的 变量 的 多 少 分 为 一 元 回归 和 多 元 回归 . 按 
回归 方程 的 性 质 分 为 线性 回归 和 非 线性 回归 . 下 面 介绍 多 元 线性 回归 预测 . 

设 预 测 对 象 y 受 mm 个 因素 ci, za ，…,zm 的 影响 , y 与 因素 zl,zo，…，,zm 之 间 
满足 以 下 线性 关系 


4 一 ao 十 Qi21l 十 aa272 十 … 十 amzZm 十 &， (2.2.1) 


若 获 得 次 观察 值 (yi ,zi zia ,Yim), i 二 1,2,…,n, 则 有 下 式 成 立 


Yi = Qo QRil + ITi2 + 二 OmTim + Ei i = 1,2,..,n, (2.2.2) 
令 
工 
Y = (gy, yn), €= (61,62,..* ,En)), Q = (Q0, Q1,. ,Om) ; 
1 2Z11 2Z12 1 Zim 
1 2Z21 X22 … 2Zom 
X=|. ， . ， 
1 Znpl Tn2 …， Tnm 
则 式 (2.2.2) 可 写成 


Y= Xatse, (2.2.3) 
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其 中 a 为 未 知 参 数 , Y 为 观察 值 向 量 , 天 为 观察 值 窍 阵 , s 为 随机 误差 向 量 . 一 般 
假设 
rank(X)= m+ 1, 五 (e) = 0， cov (ee) = o21,,, (2.2.4) 


其 中 c2 为 随机 误差 的 方差 , 为 见 阶 单位 阵 . 
通常 称 满足 式 (2.2.3)、(2.2.4) 的 Y 服从 线性 回归 模型 . 


2.2.1 未 知 参数 向 量 的 最 小 二 乘 (LS) 估计 和 性 质 
定义 2.2.1 对 于 线性 模型 (2.2.3), 若 存在 Y 的 线性 函数 &, 使 得 
(Y ~ XA) (Y 一 和 G) = min(Y — Xa)' (Y — Xo), 
则 称 & 为 未 知 参数 向 量 a 的 最 小 二 乘 估计 . 
定理 2.2.1 对 于 线性 回归 模型 (2.2.3), & = ( 天 7 外) 一 和 TY 为 未 知 参数 向 


量 a 的 最 小 二 乘 估计 . 
证 明 令 @=(Y 一 Xa) (Y 一 入 a), 8 表示 误差 平方 和 . 即 


Q=YTY -2aT XTY +aT XT Xa, 
要 使 8 达到 最 小 , 由 极 值 存在 的 一 阶 条 件 知 


8 = —2XTY +2XT Xa=0, (2.2.5) 


因为 rank(XX)=m+1, 所 以 XT XX 的 逆 存 在 , 从 而 方程 组 (2.2.5) 的 解 存在 且 唯一 ， 
其 解 为 
&= (XT X) XTY. 
下 证 @ 为 9 的 最 优 解 . . 
设 & 为 a 的 任意 的 其 他 估计 , & 不 等 于 A, 则 
(Y ~ X&)T(Y — XA) = [YY — XA) + (Xa Xa) [IY - XA) 
+ (Xa 一 六 Go)] 
= (Y — Xa) (Y — Xa) + (Xa — XA XE XA) 
十 2(@ 一 GTXT(Y — XA). 


由 式 (2.2.5) 得 贸 TY = XT XQ 所 以 上 式 第 三 项 有 


(Ga XT(Y— Xd)= (6) (XTY— XT XA)=0, 
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且 注 意 到 & 关 ,从 而 
(X&— Xa)' (Xa— Xa)>0. 
所 以 
(Y — Xa)'(Y— Xa)>(Y- Xa)'(Y - Xa). 
即 
(Y — Xé&)'(Y — X&) = min(Y — Xa)’ (Y ~ Xa). 
所 以 G 为 线性 模型 (2.2.3) 的 LS 估计 
性 质 2.2.1 ”& 为 a 的 无 偏 估计 , 即 EB(&) = ax 
证 明 因为 Y= 针 a+e, 且 EB(e)=0, 所 以 EY = 针 a. 则 有 
[EB(&) = E[( XT X) ! XTY] = (XT X) XTE[Y] 
= (XT X) XT Xa=a. 
性 质 2.2.2 cov(&,&)=02( XT RX) 
证 明 因为 Y = Xa+e, 且 cov(e,e) = o?21,, 所 以 cov(Y,Y) =o27 
cov (6&,6) = cov(( XT X) ' XTY, (XT X)' XTY) 
= (XT X) ' XTcov(Y,Y) X( XT X) 
= (XT X) 大 Ta21 K(XT X) =0( XT X). 
性 质 2.2.3 ”& 为 a 的 最 小 方差 线性 无 偏 佑 计 , 即 cov (G, a) < cov (&, 0), 其 
中 为 a 的 另 一 线性 无 偏 估计 . 
证 明 设 4= AY 为 a 的 另 一 线性 无 偏 估计 ,其 中 和 为 (mm 二 1 xm 和 窍 阵 . 即 
PE) = E(AY) = E(A(Xa+e))=a, 
所 以 有 A4XXa = a, 对 任意 的 a 成立, 从 而 有 A = Tmt 其 中 Tri 表示 m+1 
阶 单位 阵 . 注意 到 
cov(AY, AY) = E(AY — E(AY))(AY — E(AY))® 
= AE(Y ~ E(Y))(Y — E(Y))' AT = A.o2I,:. AT=0AAT. 
由 性 质 2.2.2 知 cov (6 G) = o2( 及 YX) ,所 以 
cov(AY, AY) — cov(G,G) = oAAT — oa?( XT xX) 
=0(A— (XT X) XT™) 
x (4- (XT X)” XT) >0. 


即 cov (&, &) < cov (&, &). 
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2.2.2 随机 误差 方差 的 估计 

因为 G 为 a 的 最 小 二 乘 估计 , 所 以 立 = XG 为 Y 的 估计 值 . 令 e= 工 一 辫 ， 
则 称 e 为 残 差 向 基 . 显然 有 
e=Y-Y=Y- Xa=(I,— X(XTX)! XT)Y -= (1 — P)Y, 


其 中 Px = 贸 ( 和 TXX) XT 显然 Px 为 对 称 .等 等 阵 , 即 PL = Px, PX = Px. 
性 质 2.2.4 残 差 向 量 e 具有 下 列 性 质 : 
(1) E(e) = 0. 
(2) cov (e,e) = 02 (I», — Px). 
(3) 车 进一步 假设 。 服从 多 元 正 态 分 布 , 即 = ~ N(0,o2?1%), 则 


(2.2.6) 
(2.2.7) 


e~N(0, oT, — Rx)) 


证 明 (1) 
E(e) = (In — Px)EY = (I — Px)Xa 
= (I — X(XT X) ' XT Xa=0. 


(2) 
cov (e, e) = cov ((T, 一 Px)Y,(In, — Px)Y) 


= (I» — Px)cov(Y,Y) (I 一 已 xz) 
= (TI, — Px):o2T, (1, ~ Px) = (I, — Px). 


(3) 因为 e ~ N (0，o2I4), 所 以 Y ~ N (Xa，o?21,) ,从 而 ~N(0,，o2(I, -Px)). 
利用 残 差 向 量 e 可 构造 误差 方差 o? 的 估计 . 先 引 进 一 个 引 理 . 
引 理 2.2.1 设 & 为 n 维 随机 列 向 量 , B(€)=j, cov (€, &) = 允 , 4 为 n 阶 对 称 
矩阵 , 则 有 
E(€'Aé) =tr(A5)+ pT Ap, (2.2.8) 
其 中 tr(: ) 表示 矩阵 的 迹 . 
证 明 
局 (ET46) =B( 人 一 癌 A(€ ~ 1) +éT Apt+u AE pTAn) 
=E((é—h) A(€—n)) +2E(éTAp) — pTAn 
=E(tr(é—n) A(é—p))+nT Ap=E(trA(t-p) (€-p) ) + TAp 
=tr(AE(€ — 1)(é— 4)") thu Ap=tr(A5)+4TAn. 
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定理 2.2.2 ”对 于 线性 模型 (2.2.3), 62 =.eTe/(n 一 m 一 1) 为 o? 的 一 个 无 偏 
估计 . 
证 明 由 式 (2.2.5) 并 注意 到 I 一 Px 为 对 称 、 客 等 阵 知 


eTe=YT(I,— Px)' :(Is— Px)Y = YT(I,- Px)Y, 


由 引 理 2.2.1 知 Bl(eTe) = (Xa)T (I, — Px) (Xa)+tr(I, ~ Px)cov(Y, YY). 
因为 (I 一 Px) 关 = 六 一 六 =0,cov(Y, Y)=o?1,, 是 


tr(In — Px)=tr(In) —tr(Px)=n—tr(X(X'X) XT) 
二 nn 一 氏 ((XT™X)-IXTX) 


=n—tr(Im+41)=n—m—1. 


所 以 BleTe)= nm-1)o?, 从 而 B62=E(eTe/(n—-m—1))=0?. 

引 理 2.2.249] 设 为 n 维 正 态 随 机 列 向 量 ,& ~ N (jv, In), 4 为 n 阶 对 称 矩 
阵 , 则 有 & AE& ~ x? (r，AT4H) 的 充 要 条 件 是 4 为 竹 等 矩阵 , rank(A) = r. 

引 理 2.2.349] 设 & 为 n 维 正 态 随机 列 向 量 , E ~ N (jx， 允 ), 允 为 n 阶 正定 矩 
阵 , 4, BB 均 为 n 阶 对 称 矩 阵 , C 为 m xm 的 矩阵 , 则 有 

(1) 车 A452B=0, 则 EAE& 与 &BE 相互 独立 . 

(2) 若 CZ4=0 则 二 46 与 CE 相互 独立 . 

定理 2.2.3 对 于 线性 模型 (2.2.3), 若 = ~ N (0,o2T,), 则 有 

(1) -me x nm—1). (2.2.9) 

(2) & 与 62 相互 独立 . 


证 明 上 令 G= 一 人， 


n—m-1)6? ere YT(I,—- P,)Y 
XX 
02 go2 02 
(Y ~ Xa)T (I, ~ Px)(Y — Xa) 
= ZT (1, — Px)Z. 


因为 e~ N (0，o?71%), 所 以 Z ~ N(0,0?1,). 由 五 Px 为 对 称 等 等 阵 知 
rank (In — Px)=tr(In—- Px)=n—-m—1, 


由 引 理 2.2.2 知 GT(P 一 Px)2Z ~ 说 (n 一 m 一 1), 即 结论 成 立 . 
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(2) 因为 e~N (0,，o21,), 所 以 Y ~ N (Xa, 021n). 而 &G= (XTX) XTY 
为 Y 的 线性 型 ， 
62=eTre/(n—m-1)=YT I,- Px)/(n-m—1)Y 
为 Y 的 二 次 型 , 旦 
(XX) XT .0 (In ~ Px)/(m—m— 1)l 
=02. [(XTX) XT (XTX) XT.X(XTX) XT] 
/mm—-m—-1)=0. 
由 引 理 2.2.3 知 和 与 62 相互 独立 . 
2.2.3 回归 预测 模型 的 统计 假设 检验 
1 已 检验 
记 
_ 1 n nn 
y= 1 SST = 2 — D2, 


SSR = 》 (和 -起 ， SSE = 》 (wy; 一 你 2 
1 一 工 


Z=1 
则 称 SST 为 总 离 差 平方 和 ,SSR 为 回归 平方 和 ，SSE 为 残 差 平方 和 . 其 中 轴 = 
do + Gris 为 的 估计 . 
j=1 


下 面 考察 总 离 差 平方 和 的 分 解 式 
DD = 2 — + (GD 
i=1 “一 1 


= >》 (人 一 加)2?+》 (让 一 及 ?二 2》 (wy 一 条 )( 六 一切- 
i=l1 2 一 1 “一 1 
上 式 的 第 三 项 为 零 . 实际 上 , 令 8 = (一 半 ) (Y 一 这) 为 残 差 平方 和 , 由 正规 方 
程 组 5 =0 得 
Qo 
(Y -YY) "R=0, 


其 中 慷 = (1 1 … 1)T, 并 注意 到 估计 式 & = (和 TX) “XXTY, 所 以 有 
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Do (DD=(Y-Y) (YF-yR)=(Y-?)Y-yY-Y?)'R 
= (YTX -GTXTX)G -gy(Y -YY)'R 
-erx -XTX)a IY -YR 
= (YTX- YX(XTX) XTX)G -9g(YTR- YR) 
=0. 


则 有 
SST = SSR + SSE. (2.2.10) 
而 SSB 一 (wi -的 2 二 eTe, 由 定理 223 知 SE ~ (nm 一 
z=1 

在 假设 加 : a = 0 的 条 件 下 , 同 理 可 证 二 了 ssT ~ rn 1), SR 2m). 于 

是 构造 严 统 计量 
SSR/m 
fF- sBm my fm 


对 给 定 的 显著 性 水 平 8, 由 FF 分布 表 可 查 得 临界 值 Fa, 根据 给 定 的 样本 观察 
值 计算 玉 值 , 若 F < Fp, 则 接受 假设 Ho : a = 0. 这 表明 预测 对 象 y 与 m 个 影响 
因素 zi zz,……,zm 的 线性 关系 不 显著 . 反之 , 车 下 > Fg, 则 拒绝 假设 Ho. 这 表明 
y 与 影响 因素 zt x2,… ,zm 的 线性 关系 显著 . 

2. 检验 

记 C= (XTX) 三 (Gi) (m4 1) x (m+)? 在 < 个 N (0, o21,) 和 假设 Ho: ai=0 
的 条 件 下 , 由 性 质 2.2.1, 性 质 2.2.2、 定 理 2.2.3 知 

Gi ~ NN (0,o2ci)， 人 6 与 6 相互 独立 ， 


所 以 构造 圭 统 计量 
了 一 人 
” v 醒 VSSE/m —m—1) 
对 给 定 的 显著 性 水 平 8, 由 上 分布 表 可 查 得 临界 值 妈 , 根据 给 定 的 样本 观察 值 计算 
ZT; 值 . 
车 有 | < tp, 则 接受 假设 Ho : as = 0. 这 表明 预测 对 象 y 与 第 i 个 影响 因素 z; 
的 线性 关系 不 显著 . 此 时 需要 把 xz; 从 回归 模型 中 日 除 , 重新 建立 回归 模型 . 
反之 , 若 | 二 | > tp, 则 拒绝 假设 Ho. 这 表明 y 与 影响 因素 zi 的 线性 关系 显著 . 


~t(n—m-—l), i=0,1,2,.…,m 
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3 也- 琵 检 验 


在 建立 回归 模型 时 , 假设 随机 误差 项 之 间 互 不 相关 , 即 cov (ei,ej) = 0 ,天 让 
若 该 假设 不 成 立 , 将 会 使 线性 回归 模型 的 最 小 乘 估计 不 再 具有 最 小 方差 性 , 从 而 使 
预测 失效 . 因此 , 有 必要 对 回归 模型 进行 序列 相关 检验 , D-W 检验 步骤 如 下 : 

第 一 步 计算 D-W 检验 统计 量 


DW = 》， (ei— ei1) >》 e2， 
Yi 一 2 + 一 2 

其 中 ei = yi 一 新 ;, i = 二 1 2 7. 

第 二 步 查 D-W 检验 表 . 给 定 的 显著 性 水 平 8, 根据 样本 个 数 ”和 自 变量 个 
数 m 可 得 临界 值 di, d. 

第 三 步 ” 上 比较 判别 . 

当 DW € (di, ds) 或 DW € (4 一 ds, 4 一 di) 时 , 检验 无 结论 , 此 时 或 增加 样本 
个 数 或 增加 自 变 量 个 数 ; 

当 DW es (4 一 Qd，4) 时 , 表明 随机 误差 项 之 间 出 现 负 相关 ; 

当 DW e (0，d) 时 , 表明 随机 误差 项 之 间 出 现 正 相关 ; 

当 DW € (d, 4 一 dd) 时 , 表明 随机 误差 项 之 间 互 不 相关 . 

4. 多 重 共 线 性 检验 

在 建立 回归 模型 时 , 假设 m 个 影响 因素 x1,x2,…, zm 之 间 相互 独立 , 即 认为 
rank( 叉 ) = m 十 1. 若 影响 因素 之 间 存 在 完全 的 共 线 性 时 , rank( 铸 ) < m +1, 将 会 使 
回归 模型 参数 的 最 小 乘 估计 不 能 计算 出 来 . 在 实际 预测 过 程 中 , 若 |XTX| > 0, 表 
明 影 响 因素 之 间 多 重 共 线 性 现象 . 一 般 可 采用 如 下 条 件数 判别 法 : 

设 瑟 7X 的 ml 个 特征 根 为 Mi > Xa >… 之 和 mt 则 称 大 = 入 /Xti 为 方 
阵 处 的 条 件数 . 

一 般 认为 , 者 e (0,100), 影响 因素 之 间 不 存在 共 线 性 , 若 上 € (100, 1000), 则 
影响 因素 之 间 存 在 较 强 的 共 线 性 , 知 有 & (1000, +co), 则 影响 因素 之 间 存 在 严重 的 
共 线 性 . 


2.2.4 回归 模型 预测 方法 


若 建立 的 回归 模型 通过 各 种 检验 后 , 则 可 以 利用 估计 出 的 参数 进行 预测 . 回归 
预测 分 为 点 预测 和 区 间 预 测 . 

1. 点 预测 

若 给 定 mm 个 因素 的 一 组 值 , 设 zi = zi,za = z0,…, zm = zz), 则 预测 对 象 
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y 的 点 预测 值 为 
= Co 十 》， az 人 . (2.2.11) 
i=1 


2. 区 间 预 测 
令 下 0 = (1, z(0)， zh), ,7 人 & = (Go， Gil， ”3 6om) 7 则 (2.2.11) 可 表 为 
名 = 和 0G, 在 < 服从 多 元 正 态 分 布 假设 条 件 下 , 则 有 


~N(XIa, o2XI(XTKX) Xo0), yo~N(XIa,o?). 
yo 是 没有 观察 到 的 总 体 的 特定 值 , 可 以 认为 如 和 yo 相互 独立 , 所 以 
-~N (0 ol1+XI (XTX) Xo ). 


即 
(10) /Vr lt XKTK) Kol ~N(o 1). 


— 1)6? 
2 


223 知 乌有 


(yo — Po) 
HV1+ XI(XTX) Xo 
从 而 w 的 1 一 8 的 置信 区 间 预 测 为 


如 一 妇 /26VI 十 XIE(XTX) Ko 入 加 委 加 十 te/26VTI 十 是 (XTX) Xo. 


(2.2.12) 


~t(n—m-— 1). 
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美国 著名 的 统计 学 家 Box 和 英国 著名 的 统计 学 家 Jenkins 于 1968 年 提出 随机 
时 间 序 列 模型 的 识别 、 参 数 估计 和 诊断 检验 的 建 模 方 法 , 并 出 版 了 专著 《时 间 序 列 
分 析 一 一 预测 和 控制 》B9, 该 书 对 随机 时 间 序 列 分 析 的 理论 分 析 和 应 用 作 了 系统 
论述 , 特别 是 计算 机 技术 的 迅速 发 展 , 为 随机 时 间 序 列 分 析 的 建 模 和 预测 提供 了 强 
有 力 的 工具 . 


2.3.1 平稳 时 间 序 列 


对 固定 的 时 间 志 4 为 一 个 随机 变量 , 则 称 {yi,t = 1,2,…} 为 一 个 随机 变量 序 
列 . 称 {yi,t e (一 00, 十 00)} 为 一 随机 过 程 . 
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定义 2.3.1 {t,t = 1,2,…} 为 一 个 随机 时 间 序 列 , 记 jy = Byi, 则 称 ji 为 
{yt = 1,2,…} 的 均值 函数 . 

定义 2.3.2 {ys,t = 1,2,…} 为 一 个 随机 时 间 序 列 , 记 ?et = 五 (ys 一 Us)( 呈 一 Ah 
则 称 s,s 为 {yi,t = 1,2,.…} 的 自 协 方差 函数 . 特别 地 , Y4,t 为 {yt,t = 1,2,…} 的 
方差 函数 . 

定义 2.3.3 记 ps,t = Ys, t/ VT Yt 则 称 po。 * 为 {yi,t = 1,2,.…} 的 自 相 
关 函 数 ， 

定义 2.3.4 _ {yyt 二 1,2,…} 为 一 个 随机 时 间 序 列 , 若 满足 By: = ,4 为 常数 ， 
t= 二 1,2,…, 且 Ys,t 只 与 时 间 差 s-t 有关, 记 作 ys。 - 则 称 {ye,t 二 1,2,…} 为 宽 平 
稳 随机 时 间 序 列 . 

宽 平稳 随机 时 间 序 列 自 协 方差 函数 具有 如 下 性 质 . 

性 质 2.3.1 Yo = E(ys 一 )? 为 平稳 随机 时 间 序 列 的 方差 , 即 任何 时 刻 t 的 方 
差 是 相同 的 . 

性 质 2.3.2 ~y_x = Yk, 自 协 方差 函数 为 的 偶 函 数 ， 

证 明 由 定义 2.3.2 知 


Yr = E(yerr — p(y — 1) = Ey: — HYetk — H) = Yk: 
性 质 2.3.3 |yk| 和 0 天 二 士 1 土 2，…. 
证 明 ”对 任意 实数 入 ， 
ED(yerx — 1) + (9 — OF 
= XE[(yyx — 1H) + 2AE[(ye — p) (Yer — p) + Bly — 1H) 
= N20 + 2Myk + Yo 
之 0. | 
上 式 左边 是 关于 实数 入 的 一 元 二 次 函数 , 对 任意 实数 和 均 满足 非 负 性 , 且 7o > 0， 
所 以 有 
(278) 4 < 0， 即 |yxl < Yo; k= 土 ]， 士 2， 0 
性 质 2.3.4 对 任意 实数 a1,a2,… ,an, 有 


n 


》， 》， QV 之 0， 


i=1 j=1 
等 号 成 立 当 且 仅 当 ai 二 a2 ==:…= an==0. 


nn n nn n nn 2 
证 明 了》 了》 oi07y y= >》 》 ioiE(yi— nH)(yi-H)=B (> Qi(yi — 朵 > 
5 


i=1 j=1 i=1 j=1 


0, 显然 等 号 成 立 当 且 仅 当 ai = az 一 … = an = 二 0. 
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宽 平稳 随机 时 间 序 列 自 相 关 函 数 具 有 如 下 性 质 : 
性 质 2.3.5 po=1. 
证 明 由 定义 2.3.3 知 po = Yq/vVN"%=1. 
性 质 2.3.6 p_k = pr, 自 相 关 函 数 为 k 的 偶 函 数 . 
证 明 由 定义 2.3.3 知 
Pr = Y/Yo- 
而 Yk = Yr, 所 以 p= py: 
性 质 2.3.7 |px| 1, ==0, 土 1, 十 2, …. 
证 明 因为 px = 7Yx/Yo 且 mp 所 Yo, 上 == 土 1, 土 2, …, 所 以 


lpr| <1, k=0,+t1, +2, .…. 


2.3.2 平稳 随机 时 间 序 列 模型 及 识别 
1.， 平稳 随机 时 间 序 列 模型 的 分 类 
定义 2.3.5 ” 设 {es,t = 1,2,…} 为 平稳 随机 时 间 序 列 , 且 满 足 Be = 0, t= 
1,2,.…, ~Yx 一 0， kx 0, Yo 一 02 > 0, 则 称 {Ei,t = 1,2,.….} 为 白 噪声 时 间 序 列 . 
平稳 随机 时 间 序 列 模 型 可 分 为 三 类 ， 
(1) p 阶 自 回归 模型 AR(p) 


Ys = pi1Ye1 + poys2 tT ppYyip Et, (2.3.1) 


其 中 {es,t 一 1,2, “* 小 为 白 噪 声 时 间 序 列 ， 且 满 足 Eeryei - 0， Pp1, 02， 0 为 自 
回归 系数 . 
(2) 9 阶 滑动 平均 模型 MA(g) 


人 一 上 十 Oct 1 十 0ost 2 + 十 Ouetg, (2.3.2) 


(3) 自 回归 一 滑动 平均 模型 ARMA(p, 9) 


Ye = bi-1+ poy 2 + bpYt-p+ et + Oet-1it het 2 Ogre-a, (2.3.3) 


其 中 {ez,t 一 1 2 小 为 白 噪 声 时 间 序 列 ， 且 满 足 Eeryti = 0， $1 $2,.*…, pp 和 
01,02,…,0g 为 ARMA(p, 9) 模型 待 估 参 数 . 
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2.， 平稳 随机 时 间 序 列 模型 的 识别 


不 失 一 般 性 , 在 以 下 的 讨论 中 均 假定 平稳 随机 时 间 序 列 Ey = 0, t = 1,2,….， 
因为 若 Eyi 0, 即 只 要 将 它 的 均值 减 去 即 可 转化 为 上 述 情 形 . 
(1) p 阶 自 回归 模型 AR(p) 的 识别 . AR(p) 模型 为 


= biti pay 2 + ppYtp t+ Er. 
则 有 


Ye = Byrnyt = E(B1Yetk i + poyttk 2 二 bpyYitkp + Ettk) Ye 
= DITk-1 + Bork 2 + pprTkp. 


因为 px = Y/Yo 且 pn == px, 所 以 有 
Pk = PIPk-1 + PPk-2 + + bppk—p- 


这 是 一 个 差分 方程 , 在 AR(p) 模型 平稳 域内 被 负 指数 函数 控制 , 称 这 种 序列 为 拖 尾 
序列 . 因此 自 相关 函数 拖 尾 是 AR(p) 模型 的 一 种 特征 . 

AR(p) 的 偏 相关 函数 就 是 在 给 定 ys_1, Yt-2，,…，W-k+tl 的 条 件 下 , yi 与 Yk 之 
间 的 条 件 相 关 函 数 . 设 % 的 预测 方程 是 纵 二 Bpiye-1 十 Br2Yi-2 十 … 十 Bkpyt-k, 当 
k>p 时 ， 


Elet) = Ely — ]? 
p k ? 
三 五 |et 十 > (由 一 bp) 一 》， on 


?一 1 ?一 2D 十 1 


2 
p k 
一 2 十 百 也 (@i — Bi)Yti 一 >», oo-| 


i=1 i=p++1 


p 
十 2 EE ($i 一 — pki) Beriyt— i _ pi Berye— ] 


《一 | 1 一 2 十 


”因为 当 i>0 时 , Eery-i=0, 所 以 


2 
p k 
El(e)=0o2+E 也 (Gi — Bri) i — > wo- : 


i=1 i=p 二 1 
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2 
p k . 
要 使 E(e#) 达到 最 小 , 只 有 已 也 (让 一 bi SD priyei| =0. 即 


i=1 i=p++1 
$i, 4 一 1， 2， “0 
Bri = (2.3.4) 
. 0， i=pD+1,.…,k. 


上 式 表明 满足 AR(p) 模型 的 序列 {yi,t = 1, 2, …} 的 偏 相关 函数 {Gk} 为 p 步 截 
尾 序列 , 即 当 > p 时 , rx = 0. 因此 偏 相关 函数 p 步 截 尾 是 AR(p) 模型 的 另 一 种 
特征 . 

(2) 4 阶 滑动 平均 模型 MA(q) 的 识别 . MA(g) 模型 为 


Yi = Et 十 et-1 十 Goet_2 十 … 十 0.5t 0 


其 中 {ez,t = 1,2,…} 为 白 噪声 时 间 序 列 . 即 


02， k=0, 
Ele,et_k) = | 
0 ， 
则 有 
9 2 
Ye = Eyiyt k= Eb [人 + oo 区 十 》， oo 
?一 1 ?一 工 
02( 十 经 十 能 十 .十 02)， k= 0， 
= oO + O041+..+00 6), kell, gq (2.3.5) 
0， k € (9， 十 co)- 


因为 pk = Yk/7Yo, 所 以 有 


1, k 一 0， 
Ok + OOkt1 + Og_kOg 
一 一 一 一 1 
0， k E (g, +o0). 


上 式 表明 , 满足 MA(9) 模型 的 序列 {ys,t = 1, 2, …} 的 自 相 关 函 数 {pk} 为 9 步 截 
尾 序列 , 即 当 天 > 9 时 , pp = 0. 因此 , 自 相关 函数 为 q 步 截 尾 是 MA(g) 模型 的 一 种 
特征 . 

对 于 MA(g) 模型 , 可 以 证 明 其 偏 相关 函数 为 拖 尾 序列 . 

(3) 自 回归 - 滑动 平均 模型 ARMA(p, 9) 的 识别 . 根据 上 面 的 讨论 , 可 以 得 出 如 
下 识别 准则 ， 
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若 平稳 随机 时 间 序 列 {y} 的 偏 相关 函数 为 截 尾 的 , 自 相关 函数 为 拖 尾 的 , 则 
{%%} 为 AR 序列 ; 若 平稳 随机 时 间 序 列 {ys} 的 自 相关 函数 为 截 尾 的 , 偏 相关 函数 
为 拖 尾 的 , 则 {wy} 为 MA 序列 ; 若 平稳 随机 时 间 序 列 {ye} 的 自 相关 函数 和 偏 相关 
函数 均 为 拖 尾 的 , 则 {y} 为 ARMA 序列 . 


2.3.3 平稳 随机 时 间 序 列 模型 的 参数 估计 
1， 卫 阶 自 回 归 模 型 AR(p) 的 参数 估计 


设 负 = pkige-1 十 Bk284-2 十 … 十 pp-k 是 纹 的 估计 , br1，Gr2，…, Grs 是 待 
估计 参数 , 通常 采用 误差 最 小 的 原则 . 即 


2 
minQ= E(et)= BE ; 一 》， btn . 
i=1 


显然 9 为 bu，gr2，…,brk 的 函数 ,要 使 9 达到 最 小, 由 一 阶 条 件 如 2 = 0 
i 二 1,2,…,k 得 
Pr1 + p19Bk2 + Pk-1bkk = p1, 
P19Bk1 + Bk2 + :+ Pk-2pkk 一 02， 


(2.3.7) 
PR-19k1 + Pk—20k2 十 … 十 9 = pk-: 
此 方程 称 为 Yule-Walker 方程 . 
定义 2.3.6 ' 邻 


1 之 1 * 一 ~、 Fk 
y= mn ( ye 一列 化- 几 ， 大 一 充 . 


则 称 8 为 随机 时 间 序 列 样本 均值 ，# 为 随机 时 间 序 列 样本 自 协 方差 函数 ， Px 为 随 
机 时 间 序 列 样本 自 相关 函数 ， 
只 要 以 样本 自 相关 函数 {Px} 代 蔡 总 体 自 相关 函数 {pi}, 就 可 以 得 到 参数 办 1， 
9r2,"… ,Brk 的 估计 为 


=| I | (2.3.8) 


OO Pk-1 pk -2 ££ 1 Pr 
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2. 4 阶 滑动 平均 模型 MA(9) 的 参数 估计 

由 式 (2.3.5) 就 可 以 得 到 参数 91,92,…, 0g 的 估计 . 即 当 有 Ee [1， gj 时, 2(8 十 
Ok+1 十 … 十 Og_k0g) = Yk, 当 有 二 0 时 , o2(1 十 如 十 她 十 … 十 93) = yo, 只 要 以 样 
本 自 协 方差 函数 {和 4} 代替 总 体 自 相关 函数 {ys} 得 


.Ok 一 关 — (010k+1 十 *…++ Ogx0g) » k= 1,2,.….， gd, 
, 0 (2.3.9) 
le 

上 式 是 gt+1 个 参数 的 非 线 性 方程 组 , 通常 用 迭代 法 求解 . 

3， 自 回归 - 滑动 平均 模型 ARMA(p,g) 的 参数 估计 

在 ARMA(p,g) 模型 中 ， 有 人， 02， “0 , Pp, 01, 02, 四 , Og, o2 共 p+gtl 个 参数 需 
要 估计 .下面 介绍 它们 的 计算 步骤 . 

第 一 步 由 扩充 的 Yule-Walker 方程 ， 就 可 以 得 到 参数 Pp1, 02， 9 pp 的 估计 为 


—1 


$1 pa Pa-1 “0 Pq-p+1 ba 
p2 Pat1 ba “? Pq—p Pa+1 
pp Paqtp Paqtp-1 机 ba Patp 
其 中 {Px} 为 样本 自 相 关 函 数 . 
第 二 步 令 


Yt = Yi— (fw-i 十 各 ga 十 … 十 bpy-p) ， 
则 { 仿 } 的 样本 自 协 方差 函数 { 杀 ,} 可 以 由 {wy} 的 样本 自 协 方差 函数 { 名 } 来 表达 . 
p 了 p p 
因为 各 = EN 和 wk = 》， 》， 让 让 Be 2 一 》， 》、 BibjYketj i 所 以 有 
i=0 j=0 i0 j=0 
~ p 了 、 
Yi = > 》， PBiDj NetIji: 
i=0 j=0 

第 三 步 将 ARMA 模型 化 为 滑动 平均 模型 MA(9). 


Ye = Et+ Oiet-it+ 02et 2 + Orery, 


再 由 滑动 平均 模型 MA(g) 的 参数 估计 法 可 以 获得 91,62,… ,0,, o? 共 g+1 个 参数 
的 估计 . 


.28 . 
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设 {ve} 为 平稳 随机 时 间 序 列 ， 实际 的 观察 值 为 21，V2，… Yt, 现在 利用 2V1V2 
4 来 预测 yw+t 的 值 , 记 为 如 (0), 其 中 ! 表示 预测 的 长 度 . 预测 的 准则 就 是 要 预测 误 


差 达 到 最 小 , 即 
min BE (yr — t(D)). 


在 上 述 准 则 下 , 可 以 证 明 最 佳 预测 杂 () 是 在 妇 ,y2,… ,2 发 生 的 条 件 下 ye 


的 条 件数 学 期 望 . 即 


f(D) = BE (get yi, Ya, )， 


在 预测 中 , 条 件数 学 期 望 满足 


Yttl, 
Elyrtilyi,ya) ,Yt) = ~ 

AGE 
Et 十 了》 


五 (Et+; won 0 


因此 有 ARMA(p,9) 模型 最 佳 预测 办 (1) 的 通 式 为 


p a 
(0) = (> Biyori + ett1 + DP Picttis Yi, YY 
?一 1 


i=1 


i~1 p qa 
>》 bid 一 让 十》 iyetiit > be 
?= ?一 ! i=1 


了 一 工 
>》 丰 冰 (一 臣 ， 
i=1 

p a 


> Pit ll 一 2) 十 》， be 


《一 i=l 


1 p 
DO Bil + diyerii 


{ 一 
i=l1 i=! 


i<0, 
i>0, 


1<0, 
{>0. 


) 


当 ! < min{p，9qh}， 
当 ! > max{p，9}， 
(2.3.10) 


当 p<1l<y, 


Ag < 1l<p. 


2.4 灰色 系统 预测 模型 


灰色 系统 理论 是 由 华中 科技 大 学 邓 聚 龙 教授 本 54 于 1982 年 提出 来 的 . 灰色 
系统 一 词 由 自动 控制 理论 中 的 黑箱 引申 而 来 . 黑箱 (black box) 表示 人 们 对 系统 的 
内 部 结构 、 特 征 全 然 不 知 , 只 能 通过 外 部 的 表象 对 其 研究 . 与 之 相反 , 人 们 把 内 部 
结构 、 特 征 了 解 得 清 清 楚楚 的 系统 称 为 白色 系统 . 然而 在 现实 世界 中 , 我 们 遇 到 的 
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绝 大 多 数 社会 、 经 济 和 管理 系统 , 对 其 内 部 结构 、 特 征 的 了 解 介 于 黑色 系统 和 白色 
系统 之 间 , 所 以 称 之 为 灰色 系统 . 灰色 系统 就 是 指 部 分 信息 已 知 部 分 信息 未 知 的 系 
统 . 这 里 用 颜色 深浅 来 表示 系统 信息 完备 程度 . 

例如 , 国民 经 济 是 由 各 种 相互 联系 、 相 互 制约 的 经 济 要 素 组 成 的 , 具有 一 定 经 
济 特征 的 经 济 系统 . 其 中 的 经 济 要 素 主 要 包括 原材料 、 设备、 厂房、 土地、 劳动 力 、 
产品 、 资 金 等 物质 , 同时 也 包含 有 技术 和 政策 等 方面 的 经 济 信 息 . 但 是 我 们 并 不 十 
分 清楚 国民 经 济 系统 的 内 部 结构 和 运行 机 制 , 只 知道 经 济 系统 的 一 些 外 部 信息 , 比 
如 一 定 的 投入 及 产 出 情况 . 另外 , 经 济 系 统 也 不 是 单独 存在 的 , 它 受 自然 、 社 会 等 外 
界 环境 的 影响 和 制约 , 同 外 界 有 着 物质 、 信息 的 交换 , 因此 , 国民 经 济 系统 是 一 个 非 
常 复杂 的 、 开 放 的 巨 系统 , 它 是 部 分 信息 已 知 部 分 信息 未 知 的 系统 , 是 一 个 典型 的 
灰色 系统 . 

尽管 在 数理 统计 学 中 有 方差 分 析 、 回 归 分 析 等 因素 分 析 方 法 , 但 是 统计 方法 中 
要 求 大 样本 及 其 样本 具有 典型 的 概率 分 布 , 这 限制 了 某 些 统计 方法 的 应 用 . 正 是 从 
这 个 角度 说 , 灰色 预测 具有 一 定 的 优越 性 . 

所 谓 灰 色 预 测 法 , 是 指 由 于 历史 数据 的 不 全 面 和 不 充分 , 或 某 些 变量 尚 不 清楚 
和 不 确定 , 使 预测 处 于 一 种 半 明 半 暗 的 状态 . 随 着 事件 的 发 展 , 数据 的 逐步 积累 , 一 
些 不 确定 的 因素 逐步 明确 , 其 预测 将 逐渐 由 暗 变 明 . 灰色 预测 法 是 通过 建立 灰色 预 
测 模型 (grey model) 来 进行 预测 的 , 该 模型 简称 为 GM 模型 . GM 模型 是 对 原始 时 
间 数 列 数据 进行 一 次 累加 生成 后 用 微分 方程 来 刻画 . 它 可 以 用 阶 数 M 和 自 变量 个 
数 NN 表示 , 记 为 GM(M, N). 下 面 介绍 GM(1, 1) 模型 . 


2.4.1 GM(1, 1) 预测 模型 的 基本 原理 
设 有 原始 时 间 数 列 z0 = {20(1), x0(2),…， zx?(n)}, 对 其 作 一 次 累加 生成 运算 ， 


即 令 
k 
Tk) = > 7), k=1,2,..,n. (2.4.1) 
i=1 


从 而 可 得 新 的 生成 数列 2 = {x7 (1)，21(2),，…，2 (m)}, 新 的 生成 数列 z1 一 般 近 
似 地 服从 指数 规律 , 因此 它 满足 如 下 灰色 预测 的 微分 方程 GM(1, 1), 其 白化 形式 为 


dx! 1 
一 一 2.4. 
dt 十 QZ 二 bb, (2.4.2) 


其 中 a, 5 为 辨识 参数 . 
为 了 估计 参数 a, b, 可 以 将 式 (2.4.2) 进行 离散 化 处 理 得 


A(zi(k+1))+oa Xk+1)=b, k=1,2,...,n—1, (2.4.3) 
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其 中 A(z1(k + 1T)) 为 生成 数列 z! 在 第 k+1 时 刻 的 累 减 生成 , 即 
A(zi(k+1))= 2 (k++1) ~ 2i(k) = 2 (k++ 1). (2.4.4) 
在 灰色 预测 中 , 式 (2.4.3) 中 的 XX'(k 十 1) 为 在 第 k+l 时 刻 的 背景 值 , 一 般 取 其 


均值 生成 . 即 
X1(k+1)= 3 [2 (k) + zi(k+1)]. (2.4.5) 


将 式 (2.4.4)、(2.4.5) 代入 式 (2.4.3) 中 有 
0) =a|-3 (D+ m0)| + 


z0(3) = a -3 (z1(2) 十 = +b, (2.4.6) 


Xn)=0 区 (zi(n— 1) + et(n)| + 台 . 


令 
B= 
1 1 1 1 1 1 1 i 1 工 
-3 (zx1(1) + x1(2)) -3(7 (2) + £1(3)) …- -3( (nC—1)+z!(n)) 
1 1 . 1 | 
Y=(20(2) z0(3) 1 on) a=(ao b. 


则 式 (2.4.6) 可 简化 为 如 下 线性 模型 


Y=Ba. (2.4.7) 


由 最 小 二 乘 估计 方法 得 
a 一 (BTB) BTY. (2.4.8) 


式 (2.4.8) 估计 出 来 的 参数 代入 到 式 (2.4.2) 的 白化 形式 . 
邻 1 一 一, 则 有 至 = -dt 由 分 离 变 量 法 得 p= ce 其 中 < 为 常数 
考虑 到 初 值 mtto) = on(1), 所 以 c= (20(1) 上) oe%, 从 而 有 


£1(t) = (co 一 2 et 加) 十 2 (2.4.9) 
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式 (2.4.9) 就 是 GM(1, 1) 模型 的 时 间 响 应 函数 形式 , 将 它 离散 化 得 
21(k+1)= (er0) 一 2) eok+ 2. (2.4.10) 
对 序列 21(k 十 1) 再 作 累 减 生 成 可 进行 预测 . 即 
£0(k+1)= £1(k+1)— 2 (k) 
一 (om 一 2 [1 一 es]e-ok， k= 1,2,...,n, 
ntl (2.4.11) 
式 (2.4.11) 便 是 GM(1, 1) 模型 的 预测 的 具体 计算 式 . 
2.4.2 GM(1, 1) 预测 模型 的 检验 
灰色 预测 的 模型 的 检验 包括 残 差 检验 、 关 联 度 检验 、 后 验 差 检 验 三 种 形式 . 这 
时 内 给 出 党 用 的 后 验 基 检验 . 并 内 验 步 归 知 下 ， 
=D) ee 
k=l 
第 二 步 ” 计 算 残 差 数 列 e? = {e?(1), e?(2), …,e?(n)} 的 均值 = 和 方差 53 
二 一 :> er(k), 52= = 3 (er(k) 一 可”， 
无 一 1 


其 中 eo(k) = 2°(k) — £0(k), k 一 1 2 了 为 残 差 数列 . 
第 三 步 。 计 算 后 验 差 比值 
c= 52/51. 
第 四 步 ” 计 算 小 误差 频率 
= |Al/n, 
其 中 4= {k| ra k 二 1,2,…,n}, |4| 为 集合 4 的 个 数 . 
第 五 步 ” 根据 表 2.4.1, 按照 后 验 差 比值 c 和 小 误差 频率 p 判别 预测 精度 等 级 ， 
表 2.4.1 预测 精度 等 级 


等 级 p c 
好 > 0.95 <0.35 
. 合格 > 0.80 < 0.45 
.勉强 .> 0.70 < 0.50 


不 合格 | < 0.70 > 0.65 
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如 果 后 验 差 检验 发 现 GM(1, 1) 模型 预测 精度 等 级 为 不 合格 , 那么 可 以 进行 残 
差 修正 的 GM(1, 1) 模型 . 


2.4.3 灰色 关联 度 计 算式 及 改进 
设 一 个 母 因素 时 间 数 列 和 mm 个 子 因素 时 间 数 列 分 别 为 


Xo = (zo(l),zo(2)，…，Zo(m))， Xi; = (zi(1), zi(2) ,Ti(n)), i= 1,2,..……,m. 


令 6 = 全 人 me, 则 称 &() 表示 第 + 时 刻 子 因 素 和 母 因素 的 关联 系 


数 , 其 中 p 称 为 分 辩 系 数 , p € [0, 1], 一 般 取 p = 0.5. 


A= |zo(t) — zi(t)|, 
Amin = min min |zo(t — zi;(t)|, 


Amax = max max |zo0(t) — zi(t)|. 
则 母 因素 和 子 因素 的 关联 度 Ri 计算 式 5 定义 为 


Ri = 1 980). (2.4.12) 


式 (2.4.12) 的 关联 度 计算 式 存在 如 下 问题 

(GD 尼 与 分 辩 系 数 有 关 , Ri; 的 值 不 唯一 

(2) 灰 关联 度 不 具有 保 序 性 . 即 Ri 不 是 p 的 单调 函数 . 对 某 个 po, 可 能 R; > Ry， 
而 对 另外 一 个 的 ,可 能 Rs < 记 . 

(8) 关联 度 不 具有 规范 性 . 即 对 完全 相关 的 子 因 素 与 母 因素 的 时 间 数 列 , R; 六 1. 
例如 , Xo = (1,2,…,10), Xi = (11,12,…,20), 显然 Xo 与 Xi 完全 相关 , 但 是 若 取 
p 一 0.5, 则 按 上 式 算 尼 = 1/3. 

(4) 灰 关联 分 析 不 能 体现 负 相 关 . 由 灰 关联 度 计算 式 知 及 > 0. 然而 , 设 有 两 
个 时 间 数 列 Xo = (1,2,:…,20), X1 二 (20, 19,…,1), 显然 有 xz1(t) = 21 一 zo(t)，, 
t 一 1,2,…,20, Xo 与 X1 存在 典型 的 负 相 关 . 

(5) 通常 分 辩 系数 p = 0.5, 则 有 灰 关联 度 的 值 恒 大 于 或 等 于 了. 

鉴于 上 述 关联 度 计算 式 存在 的 问题 , 有 必要 提出 改进 的 关联 度 计算 式 . 文献 
[53] 提出 改进 的 关联 度 计算 式 , 步 又 如 下 ; 

(GD 作 一 次 累 减 生成 , 即 相当 于 求 所 在 曲线 上 不 同时 点 的 斜率 . 


a (zo(t)) = zo(t+1)—zot), aV (zt) = gittl) -z(t), t=1,2,.,n—l. 


(2) 计算 Xo 与 Xi 两 时 间 数 列 的 标准 差 . 记 


1 忆 1 oe 
Z0 一 元 >》 zolt) Ti 一 二 2 70) ， 
t=1 


a Ozi = ， 3 (zi(t) — Bi). 


即 zo 和 zi 分 别 表示 两 时 间 数 列 Xo 和 X; 的 均值 ， czo, co, 分 别 表示 两 时 间 数 列 
Xo 和 X; 的 标准 差 . 
(3) 计算 t 时 刻 zo0(), zilt) 的 关联 系数 . 


1 
1 + | 加 


é(zolt), zilt)) = sign(ad (zolt))al) (zi(0))) aV (zi(t)) | 


其 中 


1, 当 z > 0， 
signz = 4 0， 当 z = 0， 
1, 当 z < 0. 


(4) 计算 Xo 与 X; 的 灰 关 联 度 


R= 与 二 é(xo(t), Ti(t)). (2.4.13) 


上 述 改 进 的 关联 度 式 (2.4.13) 具有 唯一 性 和 规范 性 53, 即 
| 总 | < 1 有 B= 1 当 且 仅 当 Xo 与 X; 完 全 相关 . 


2.5 季节 变动 时 间 序 训 列 的 预测 模型 


由 于 受到 自然 条 件 和 社会 条 件 的 影响， 在 一 个 年 度 内 某 些 社会 经 济 现象 出 现 季 
节 性 的 变化 . 所 有 这 些 因 季节 性 改变 而 带 有 规律 性 的 变动 称 为 季节 变动 , 如 某 些 
农产品 的 产量 、 重 要 节日 期 间 交 通 运 输 部 门 的 客运 量 等 . 对 季节 变动 的 时 间 序列 
进行 预测 方法 的 研究 可 以 克服 季节 变动 所 带 来 的 不 良 影响 , 有 利于 人 们 安排 生产 和 
生活 , 具有 重要 的 现实 意义 . 季节 变动 的 时 间 序 列 的 预测 模型 大 体 上 可 分 为 两 类 : 
一 类 是 加 法 型 的 预测 模型 , 另 一 类 是 乘法 型 的 预测 模型 . 这 里 介绍 乘法 型 的 预测 模 
型 . 


4 第 2 章 ”常用 的 单项 预测 模型 


2.5.1 季节 变动 时 间 序 列 乘法 型 预测 模型 
变化 值 , 5: > 0 表示 季节 指数 , 》 5: = k, = 4 表示 时 间 序 列 {zot = 1,2,…,N} 


t=1 
为 季度 数据 ,k = 12 表示 时 间 序 列 {zi4,t = 1,2,… ,NN} 为 月 度数 据 , et 表示 相互 独 
立 的 随机 季节 变动 因子 , s ~ N(0,c), 乘法 型 的 预测 模型 可 表示 为 


Xt 一 TiSres:, (2.5.1) 


利用 乘法 型 模型 进行 预测 的 步 又 为 : 
第 一 步 ” 时 间 序 列 {zi,t 一 1,2,…, NN} 分 解 为 长 期 趋势 二 = 6 十 他 其 中 华 是 
根据 滑动 平均 值 序列 


MA(zx:) = 


其 中 天 表示 时 间 序 列 滑动 平均 项 数 . 

第 二 步 ” 利 用 序列 {Zz:/MA(z:)} 分 解 求 出 季节 指数 . 由 于 si 表示 相互 独立 的 
随机 季节 变动 因子 , 且 Ee: = 0, 所 以 可 采用 平均 的 方法 消除 随机 性 影响 . 将 序列 
{ze/MA(zs)} 按 季节 排列 , 再 把 各 年 相同 季节 相 加 起 来 进行 平均 即 可 分 解 季节 指数 
Si1,l = 1,2,...,k. | 

第 三 步 ” 根据 前 两 步 计 算 的 长 期 趋势 家 = 6 十 让 和 季节 指数 人 ,1 = 1,2,…,， 
按 下 式 进行 预测 


Tt Til 十 Ct-k+1 
k 


hn47 = Drd, (2.5.2) 
其 中 n+ 工 = +km, m 为 整数 . 
2.5.2 季节 变动 时 间 序 列 乘法 型 渐 近 预测 模型 
设 共 有 年 m 个 季节 的 某 社会 经 济 现象 的 季节 变动 时 间 序 列 为 {zt,t = 1 2……， 
NN}, 其 中 NN = nm, 将 其 按时 间 进 行 如 下 下 标 转换 
Ti = TE)mtj i = 1,2,.…,n,7 = 1,2,.…..,m, 


其 中 zi 表示 第 i 年 7 个 季节 的 实际 观察 值 ，m 表示 一 年 包含 的 季节 数 . 即 若 
{ze,t 一 1,2,...,N} 是 月 度 资料 ， 则 m=12; 若 {zr,t 一 1,2,.……,N} 是 季度 资料 ， 则 
m=4. 称 征 阵 不 = (ziz)nxm 为 季节 变动 时 间 序列 {ze 上 = 1,2,… ,入 } 所 对 应 的 矩 


阵 . 
n mm m nn | 
大 一 nm TI zi;; Ai 一 I zi ， 天 .7 二 Y Ts (2.5.3) 
i=1 j=1 j=1 计 1 


令 
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XX; . 为 第 i 年 的 年 度 平均 值 , 称 允 . ; 为 第 7 个 季节 的 季度 平均 值 . 
令 
太一 交 ./ 况 万 一 豆 .7/ 闷 
Eij = Ziy/ (Xkil ;), 4 一 1,2,.…,n, j= 1,2,.…,m. (2.5.4) 
则 称 &; 是 季节 变动 时 间 序 列 第 i 年 的 年 度 变 动因 子 , 1; 是 第 j 个 季节 的 季节 变动 
因子 ; 称 ei; 是 第 i 年 第 ; 个 季节 的 随机 变动 因子 . 
由 式 (2.5.4) 中 sz 的 定义 知 


Tij = kilyX eij, 一 1)2 ,Nn, 了 一 1,2,.…,m. (2.5.5) 


式 (2.5.5) 表明 , 季节 变动 时 间 序列 可 以 分 解 成 年 度 变 动因 子 、 季 节 变动 因子 、 总 平 
均值 和 随机 变动 因子 的 乘积 , 它 就 是 本 节 提 出 的 季节 变动 时 间 序 列 的 一 种 乘法 分 解 
模型 . 此 乘法 分 解 模型 不 “关于 传统 的 时 间 序列 的 滋 法 分 解 式 (2.5.1). 

由 式 (2.5.3)~(2.5.5) 易 得 

性 质 2.5.1 季节 变动 时 间 序 列 的 年 度 变 动因 子 、 季 节 变 动因 子 和 随机 变动 因 
子 满足 如 下 关系 式 


I 一 |， IL; 一 1, II [ei = 1. (2.5.6) 


性 质 2.5.1 表明 , 季节 变动 时 间 序 列 的 ”个 年 度 变动 因子 之 积 为 1, m 个 季节 变 
动因 子 之 积 为 1, mn 个 随机 变动 因子 之 积 为 1. 

在 季节 变动 时 间 序列 的 预测 中 , 一 般 均 假设 随机 变动 因子 对 季节 变动 时 间 序 列 
的 预测 值 的 影响 是 微不足道 的 , 即 在 本 模型 中 , 第 i 年 第 j 个 季节 的 随机 变动 因子 
恒 为 1. 

对 于 季节 变动 时 间 序 列 所 对 应 的 矩阵 下 = (zij)i,xwms 假设 只 有 znm 是 未 知 
的 , 在 随机 变动 因子 恒 为 1 的 情况 下 , 如 下 的 性 质 2.5.2 给 出 了 利用 和 矩阵 中 已 知 的 
(nm 一 1) 个 季节 变动 时 间 序 列 数据 来 预测 znm 的 渐 近 预测 方法 . 


性 质 2.5.2 令 4= 五 znj ;B= I zim; C = TI TY 2 /ew 设 随机 变动 因 
子 si = 1,1=1,2,.…,n, jo, 2 … ,m, 出 有 mn 的 预测 信 为 
Tnm = om-MW 4nBm/C. (2.5.7) 
证 明 因为 sz =1, 则 式 (2.5.4) 就 化 成 


Ti = 用 1 各 ， 了 一 1)2 7 二 12 yn。 (2.5.8) 
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j=1 i=1 


znj = TE (nly¥) = (kX) om 人 1 )- (ks) fn, 


B= Ts 一 a (kilmX) 一 总) 和 1 EE fu) =- mR) ON， 
C= I[ 1 = 1H kilyX)/ 


?一 1 7=1 ?一 1 7 一 | 


这 1 j=1 


所 以 
CD /4nBm/ C 
-WE 


= 有 7 三， 
Tnm 一 《mn 一 DA4nBm/ CO. 


性 质 2.5.2 表明 , 在 季节 变动 的 时 间 序 列 的 随机 变动 因子 恒 为 1 的 条 件 下 , 若 将 
季节 变动 的 时 间 序 列 进 行 适 当 的 循环 变动 , 即 不 断 去 掉 一 个 离 当 前 时 间 最 远 的 历史 
数据 , 并 补充 一 个 新 的 预测 值 数 据 来 进行 滚动 预测 . 式 (2.5.7) 就 是 渐 近 预测 方法 . 

另外 , 根据 式 (2.5.6), 还 可 以 给 出 季节 变动 时 间 序 列 的 一 个 乘法 型 的 预测 模型 ， 
为 此 要 对 预测 年 份 的 年 度 变 动因 子 进行 估计 . 

性 质 2.5.3 设 随机 变动 因子 sz = 1 二 1,2,…,n, j= 1,2,…,m, 季节 变动 
时 间 序 列 的 第 (m+1) 个 年 度 变动 因子 io+l 的 估计 为 


ji = “RR. 


证 明 将 季节 变动 时 间 序 列 {zt,t= 1,2,…,N} 所 对 应 的 矩阵 鲜 = (zij),、,， 
作 一 步 循环 变动 , 即 去 掉 zil, 补充 x0w41) 1, 其 他 顺序 不 变 , 其 中 zm+D 1 是 未 知 的 ， 
是 要 预测 的 变量 . 因为 si = 1, 则 式 (2.5.8) 成 立 , 即 


ij = kiljX, t= 1,2,.…,n, j= 1,2,.…,m. 
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从 而 一 步 循环 变动 矩阵 就 变 成 


X12 13 1: TX1m X21 kiloX kilsX “0 kilmX kzl1 琉 

X22 X23 1'* Tom TX31 kzl2 尽 kolsaX … kolm¥ C ksllX 

Tn2 Tn3 Xnm Tntl1)l knl2X knlsX knlmX Tn+1)1 
(2.5.9) 


由 式 (2.5.8), 按 性 质 2.5.2 中 表达 式 4,B,C 的 定义 计算 得 


4= (xX)™ TIT5，B= (3)" I 


7=2 i=2 


c= (Xx) ?TI IT/ lk. 
i=l j=1l 


由 式 (2.5.6) 知 
Tnt1) 1 = DR/ 4n"PBm/C = 人 kn /ki li . (2.5.10) 


又 由 式 (2.5.7) 知 
Tn+1) 1 二 kn4r1l1 尽 . (2.5.11) 


比较 (2.5.10)、(2.5.11) 两 式 得 bi = “- 且 /而 . 

性 质 2.5.3 给 出 了 季节 变动 时 间 序 列 的 第 (n+1) 个 年 度 变动 因子 估计 式 . 在 季 
节 变 动 的 时 间 序 列 的 随机 变动 因子 恒 为 1 的 条 件 下 , 由 季节 变动 时 间 序 列 新 的 乘法 
分 解 模型 式 (2.5.5) 可 以 得 出 第 n+1 个 年 度 第 j 个 季节 的 预测 值 的 另 一 个 估计 式 为 


Tn+1) i = kntiljX 二 CMV kn /AT 尽 ， 了 7 一 1, 2,.…. ,Mm, (2.5.12). 
式 (2.5.12) 就 是 乘法 型 的 预测 方法 . 


2.5.3 实例 分 析 - 


应 用 文献 中 的 数据 进行 实例 分 析 . 某 地 1991~1996 年 某 种 服装 销售 量 有 下 述 
销售 数据 ( 见 文献 [1] 第 133 页 ), 如 表 2.5.1 所 示 . 

文献 [1] 绘制 出 销售 量 依 时 间 变 化 的 图 形 , 从 图 形 可 以 明显 地 看 出 该 服装 销售 
量 的 时 间 序 列 具 有 季节 变动 性 , 下 面 利 用 本 书 给 出 的 两 种 预测 法 来 预测 1997 年 各 
个 季节 的 服装 销售 量 . 
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表 2.5.1 某 地 某 种 服装 销售 量 表 (单位 ; 万 件 ) 


年 份 t 第 一 季度 销售 量 第 二 季度 销售 量 第 三 季度 销售 量 第 四 季度 销售 量 
1991 80 70 90 100 
1992 90 80 105 120 
1993 98 90 110 130 
1994 104 100 120 140 
1995 114 104 130 148 
1996 122 112 138 158 
方法 一 ， 渐 近 预 测 法 ， 


要 预测 1997 年 第 一 季度 服装 销售 量 $71, 先 去 掉 z11, 补充 271, 其 他 顺序 不 变 ， 
得 一 步 循环 变动 年 阵 , 其 中 £71 是 未 知 的 . 


T12 T13 2Z14 X21 70 90 100 90 
C22 X23 24 T3l1 80 105 120 98 
人 rz ba 90 110 130 104 
32 33 T34 41 一 (2.5.13) 
TA42 TA43 TA44 X51 100 120 140 114 
2Z52 253 254 Te6l 104 130 148 122 
X62 X63 64 71 112 138 158 D71 
利用 Matlab 软件 计算 得 


A=112 x 138 x 158 = 2.4420 x 105， 
B= 90 x 98x 104x 114 x 122 = 1.2758 x 101l0， 
C = 8.5595 x 104%( 式 (2.5.13) 中 除 $271 之 外 的 其 他 元 素 的 乘积 ). 


将 其 代入 渐 近 预测 公式 (2.5.7) 得 


£71 = /A6B4/C = 132.17( 万 件 ). 


为 了 预测 1997 年 第 二 季度 服装 销售 量 272, 将 季节 变动 时 间 序 列 去 掉 xz12, 补 
充 271, 其 他 顺序 不 变 , 得 一 步 循环 变动 矩阵 


2Z13 Z14 XT21 T22 90 100 90 80 
T23 T24 X31 X32 105 120 98 90 
2Z33 T34 TA1 TA42 110 130 104 100 
zas Ta4 Z51 752 | | 120 140 114 104 
X53 T54 ZT6l Te2 130 148 122 112 


X63 X64 71 72 138 158 132.17 人 72 


2.5 ”季节 变动 时 间 序 列 的 预测 模型 .39. 


按 渐 近 预测 方法 公式 (2.5.7) 计算 得 


全 72 二 121.04( 万 件 )， ”273 = 150.46( 万 件 )， ”2374 = 173.97( 万 件 ). 


方法 二 ”乘法 预测 模型 ， 
根据 表 2.5.1 销售 数据 计算 得 


24| 6 4 
不 一 [zi; = 108.3463， k= Xi1./X=0.7777, kz = X2./X = 0.9008, 
i=1 I=1 
ka = Xa./X = 1.0611, ks = Xs./X = 1.1343, 


ks = Xs./X = 0.9781, 
ke = Xe ./X = 1.2126, l2 =X.2/X = 0.8446, 
ls=X.3/X = 1.0556, 
按 乘 法 型 的 预测 模型 公式 (2.5.12) 计算 得 
$71 = /KG/ki 1 对 = 132.97( 万 件 )， 


1 =.1/X = 0.9261, 
1 =X.4/X =1.2112. 


$72 = VS/ DB 总 = 121.27( 万 件 )， 
$73 一， k8 /Kk1 ls 对 二 151.56( 万 件 )， p74 二 \ k8/k1 1 区 = 173.91( 万 件 ). 


文献 [1] 利用 传统 的 时 间 序 列 的 乘法 分 解 预 测 1997 年 各 个 季节 的 服装 销售 基 的 结 


果 如 下 : 
£72 = 119.28( 万 件 )， 


£71 = 129.29( 万 件 )， 
74 = 168.66( 万 件 ). 


£73 二 147.36( 万 件 )， 
从 上 面 预测 结果 来 看 , 上 述 提出 两 种 预测 方法 所 得 结果 相差 无 几 , 上 且 和 文献 [1] 
所 得 结果 基本 一 致 , 从 而 表明 上 述 提出 两 种 预测 方法 的 有 效 性 . 
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3.1 组 合 预测 的 分 类 


组 合 预测 集结 各 单项 预测 方法 的 特点 , 可 以 从 不 同 的 角度 进行 分 类 . 根据 其 目 
标 和 特点 不 同 , 大 体 上 可 从 如 下 几 个 角度 分 类 : 

(1) 按 组 合 预测 与 各 单项 预测 方法 的 函数 关系 , 组 合 预测 可 以 分 成 线性 组 合 预 
测 和 非 线 性 组 合 预测 . 

设 预 测 对 象 存 在 m 个 单项 预测 方法 , 利用 这 m 个 单项 预测 方法 得 到 的 第 i 个 
单项 预测 方法 的 预测 值 为 ,1 = 1,2,…,m. 

若 组 合 预 测 值 f 满足 / = 有 十 2f 十 … 十 lmfm, 则 称 该 组 合 预测 为 线性 


组 合 预测 , 其 中 ,12,… ,lm 为 各 种 预测 方法 的 加 权 系数 , 一 般 》 ,li=1,1>0， 
?一 ] 
1 = 1,2,.……,m. | 
若 组 合 预 测 值 f 满足 了 = $ (有 1, fo,…, fm)， 其 中 5 为 非 线性 函数 , 则 称 该 组 
合 预测 为 非 线性 组 合 预测 . 
常见 的 非 线性 组 合 预测 形式 有 


此 式 称 为 加 权 调 和 平均 组 合 预测 模型 ， 

(2) 按 组 合 预测 加 权 系 数 计算 方法 的 不 同 , 组 合 预测 方法 可 以 分 为 最 优 组合 预 
测 方法 和 非 最 优 组 合 预测 方法 . 

最 优 组 合 预测 方法 的 基本 思想 就 是 根据 某 种 准则 构造 目标 函数 , 在 一 定 的 约束 
条 件 下 求 得 目标 函数 的 最 大 值 或 最 小 值 , 从 而 求 得 组 合 预 测 方法 加 权 系数 . 最 优 组 


3.1 组 合 预 测 的 分 类 “41- 


合 预 测 方法 一 般 可 以 表示 成 如 下 数学 规划 问题 


max ( min) Q 一 已 (1112， mh) 


“| 2 -1 


li > 0, 1 = 1,2,...,m, 


其 中 Q(1,12,… ,lm) 为 目标 通 数 ,有 1,12,… ,lm 为 各 种 单项 预测 方法 加 权 系 数 , 加 权 
系数 可 以 考虑 允许 负 和 非 负 两 种 情形 . 

在 求解 一 些 最 优 组 合 预测 模型 时 可 能 出 现 组 合 预测 的 权 系 数 为 负 的 现象 54 , 而 
负 的 组 合 预 测 的 权 系数 没有 实际 的 意义 . 非 最 优 正 权 组 合 预测 方法 正好 可 以 克服 
这 个 不 足 之 处 . 

非 最 优 正 权 组 合 预 测 方法 就 是 根据 预测 学 的 基本 原理 , 并 力求 简便 的 原则 来 确 
定 组 合 预 测 的 权 系数 的 一 种 方法 . 具体 地 说 , 就 是 根据 各 个 单项 预测 模型 预测 的 误 
差 的 方差 和 其 权 系数 成 反比 的 基本 原理 , 给 出 组 合 预测 的 权 系 数 的 计算 公式 . 显然 ， 
非 最 优 正 权 组 合 预 测 方法 目标 函数 值 一 般 要 劣 于 最 优 正 权 组 合 预 测 方法 目标 函数 
值 . . 
(3) 按 组 合 预 测 加 权 系 数 是 否 随 时 间 变 化 , 组 合 预 测 方 法 可 以 分 为 不 变 权 组 合 
预测 方法 和 可 变 权 组 合 预 测 方法 . 

不 变 权 组 合 预 测 方法 就 是 通过 最 优化 规划 模型 或 其 他 方法 计算 出 各 个 单项 预 
测 方法 在 组 合 预测 中 的 权 系 数 . 假定 它们 不 变 , 并 用 这 个 权 系数 进行 预测 . 然而 在 
预测 实践 中 , 就 每 一 个 单项 预测 方法 而 言 , 它 经 常 出 现 对 同一 预测 对 象 的 不 同时 间 
上 预测 精度 的 不 一 致 性 , 也 就 是 说 , 有些 时 点 上 预测 精度 好 ,有 些 时 点 上 预测 精度 
差 . 所 以 不 变 权 组 合 预测 方法 显然 没有 可 变 权 组 合 预 测 方法 科学 . 

所 谓 可 变 权 组 合 预测 方法 就 是 组 合 预 测 加 权 系 数 随时 间 变 化 而 变化 . 目前 可 
变 权 组 合 预 测 方法 比较 复杂 , 因此 可 变 权 组 合 预测 方法 的 研究 成 果 并 不 多 见 . 变 权 
组 合 预测 方法 有 竺 于 进一步 研究 , 这 也 是 组 合 预测 方法 今后 重要 的 研究 方向 之 一 . 

(4) 从 某 个 准则 的 结果 优 劣 程度 来 看 , 组 合 预测 方法 可 以 分 为 非 劣 性 组 合 预测 
和 优 性 组 合 预测 [9]. 

按 某 个 准则 , 把 组 合 预测 的 结果 和 各 个 单项 预测 方法 的 结果 进行 对 比 . 若 组 合 
预测 的 结果 介 于 各 个 单项 预测 方法 结果 “最 差 ” 和 “最 好 ”之 间 , 则 称 该 组 合 预测 
为 非 劣 性 组 合 预测 . 若 组 合 预测 的 结果 比 各 个 单项 预测 方法 结果 “最 好 ”的 还 要 
“好 ”, 则 称 该 组 合 预测 为 优 性 组 合 预测 . 

显然 , 组 合 预测 方法 是 建立 在 充分 利用 已 知 信息 基础 上 的 , 它 集 结 各 个 单项 预 
测 方法 所 包含 的 信息 进行 组 合 . 所 以 只 有 当 组 合 预测 为 优 性 组 合 预测 时 , 组 合 预测 
方法 才 有 实际 的 意义 . 也 就 是 说 , 通过 组 合 预测 可 以 达到 提高 预测 精度 、 改 善 预测 
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结果 的 目的 . 


3.2 非 最 优 正 权 组 合 预测 模型 权 系数 的 确定 方法 


3.2.1 几 种 常规 的 非 最 优 正 权 组 合 预测 模型 权 系 数 的 确定 方法 


组 合 预 测 的 核心 问题 就 是 如 何 求 出 加 权 平 均 系数 , 使 得 组 合 预测 模型 更 加 有 效 
地 提高 预测 精度 . 若 以 预测 绝对 误差 作为 预测 精度 的 衡量 指标 , 则 主要 有 几 种 常规 
的 非 最 优 正 权 组 合 预测 模型 权 系数 的 确定 方法 . 


1， 算术 平均 方法 
即 令 


， 了 27 (3.2.1) 


mm 
显然 > = (i 之 0,1i= 1,2,:…,m,. 
i=1 


算术 平均 方法 也 称 为 等 权 平 均 方法 . 算术 平均 方法 的 特点 是 m 种 单项 预测 方 
法 的 加 权 系 数 完全 相等 , 即 把 各 个 单项 预测 模型 同等 看 待 . 算术 平均 方法 一 般 使 用 
在 对 各 个 单项 预测 模型 的 预测 精度 缺乏 了 解 的 情形 . 由 于 算术 平均 方法 的 计算 简 
单 , 且 加 权 系 数 也 满足 非 负 性 , 所 以 它 在 预测 领域 中 的 应 用 比较 广泛 . 当 各 个 单项 
预测 模型 的 预测 精度 完全 已 知 时 , 一 般 要 采用 加 权 平 均 的 形式 , 对 预测 精度 高 的 单 
项 预测 模型 的 应 赋予 较 大 的 加 权 系数 . 下 面 的 几 种 方法 体现 这 个 特点 . 


2. 预测 误差 平方 和 倒数 方法 


预测 误差 平方 和 倒数 方法 也 称 为 方差 倒数 方法 , 这 是 对 等 权 平均 方法 的 改进 . 
一 般 说 来 每 种 单项 预测 模型 的 预测 精度 不 同 . 预测 误差 平方 和 是 反映 预测 精度 的 
一 个 指标 ,预测 误差 平方 和 越 大 , 表明 该 项 预测 模型 的 预测 精度 就 越 低 , 从 而 它 在 
组 合 预测 中 的 重要 性 就 降低 . 重要 性 的 降低 表现 为 它 在 组 合 预测 中 的 加 权 系 数 就 
越 小 . 反之 , 对 预测 误差 平方 和 较 小 的 单项 预测 模型 在 组 合 预 测 中 的 应 赋 子 较 大 的 
加 权 系 数 . 令 | 
万 了 


入 》 

一 工 
》 ,Er 
i=1 


六 二 i = 1,2,...,m. (3.2.2) 


显然 》 4 = 1, 4 > 0,i= 1,2,…,m, 其 中 Ei 为 第 i 种 单项 预测 模型 的 预测 误差 


i=1 


3.2 非 最 优 正 权 组 合 预测 模型 权 系数 的 确定 方法 . 43. 


平方 和 本 
Ei 一 >》 一 >》、 (zt 一 zit)>. (3.2.3) 
t=1 t=1 

zit 为 第 i 种 单项 预测 方法 在 第 t 时 刻 的 预测 值 , z; 为 同一 预测 对 象 的 某 个 指标 序 
列 {zt ,t 二 1,2,…,N} 第 tt 时 刻 的 观测 值 . N 表示 时 间 长 度 . ez = (zs -zxi) 为 第 
i 种 单项 预测 方法 在 第 t 时 刻 的 预测 误差 . 

3.， 均 方 误差 倒数 方法 

均 方 误差 倒数 方法 的 含义 类 似 于 预测 误差 平方 和 个 数 方法 . 该 方法 体现 了 某 
单项 预测 模型 的 误差 平方 和 越 大 , 它 在 组 合 预 测 中 的 加 权 系 数 就 应 越 小 , 均 方 误差 
个 数 方法 的 加 权 系 数 的 计算 公式 为 


=， t= 1,2,...,m. (3.2.4) 


显然 Sy 二 1, li 之 0， 4 一 1,2,.…,m, 其 中 Ei 的 含义 同上 . 
i=1 
4. 简单 加 权 平 均 方 法 
简单 加 权 平 均 方法 也 是 一 种 非 等 权 平 均 方法 . 它 是 先 把 各 个 单项 预测 模型 预 
测 的 误差 的 方差 和 Eii, i = 1,2,…,m 进行 排序 , 不 妨 设 Bl > E22z > … > Bmm， 
根据 各 个 单项 预测 模型 预测 的 误差 的 方差 和 的 权 系 数 成 反比 的 基本 原理 知 , 排序 越 
靠 前 面 的 单项 预测 模型 , 在 组 合 预测 中 的 加 权 系 数 就 应 越 小 . 即 令 


， 2 (3.2.5) 


显然 y 二 1, 有 之 0,i 二 1,2,…,m, 其 中 Eii 的 含义 同上 . 
i=1 
5， 二 项 式 系数 方法 
测 模型 预测 的 误差 的 方差 和 Bi, i = 1,2,…,m 进行 排序 , 不 妨 设 Bll > E22 > … > 
Emm, 但 它 取 组 合 预 测 中 的 加 权 系 数 的 思想 和 简单 加 权 平 均 方 法 是 不 同 的 . 它 是 按 
着 统计 学 的 中 位 数 的 概念 , 若 单项 预测 模型 预测 的 误差 的 方差 和 过 大 或 过 小 , 则 其 
对 应 的 权 系 数 均 较 小 , 而 处 于 各 单项 预测 模型 预测 的 误差 的 方差 和 的 中 位 数 所 对 应 
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的 权 系数 最 大 . 即 令 


= 22m 一 2 ， t=0,1,2,..……,m—1. (3.2.6) 
由 二 项 式 定理 知 
1 1 2m—1i 2m—1 ， 1 om—1 
(3 + 3) > C2m-1 (3) . 
. . m—1 1 2m—1 1 
且 C ,= C2m-1-i, 则 有 人 于 芭 
m1 2m—2 
; 1 
>», Com_1 (3) = 1. 
i=0 2 


所 以 Dh=1, 4 20,i=1,2,..,m. 


i=1 
3.2.2 非 最 优 组 合 预测 系数 确定 方法 的 应 用 举例 


太阳 黑子 数 多 种 时 间 序 列 模型 的 组 合 预 测 . 对 太阳 活动 规律 的 模拟 与 预测 是 
全 球 多 学 科研 究 的 热点 , 尤其 是 太阳 黑子 相对 数 极 大 极 小 的 年 份 和 数值 更 为 世界 所 
关注 . 已 用 太阳 黑子 数 1700~1979 年 的 数据 建立 了 五 种 时 间 序 列 模 型 . 表 3.2.1 是 
1980~1987 年 太阳 黑子 数 的 观察 值 和 五 种 时 间 序 列 模型 的 预测 值 65 . 


表 3.2.1 太阳 黑子 数 和 五 种 时 间 序 列 模型 的 预测 值 
年 份 、 黑 子 数 的 观察 值 TAR 模型 含 趋势 释 合 模型 ”不 舍 趋 势 释 合 模 型 ARMA 模型 AR 模型 


1980 154.6 158.63 167.5 163.5 167.7 158.97 
1981 140.4 137.24 147.5 139.5 140.8 128.99 
1982 115.9 98.21 110.7 100.4 94.47 84.74 
1983 66.6 61.31 72.21 65.38 48.42 48.64 
1984 45.9 32.64 48.88 35.02 16.47 21.66 
1985 17.9 17.42 20.77 15.2 4.05 9.38 
1986 13.4 16.4 12.11 7.812 9.09 10.7 

1987 29.2 26.47 26.3 21.75 24.88 32.23 


表 3.2.1 的 结果 显示 , 五 种 时 间 序 列 模型 的 预测 值 在 1980~1987 年 太阳 黑子 数 
有 基本 一 致 的 起 伏 规律 . 即 均 在 1980 年 太阳 黑子 数 达 到 高 峰 , 在 1987 年 太阳 黑子 
数 跌 到 谷底 . 在 具体 数值 上 五 种 时 间 序 列 模 型 有 较 大 的 差异 . 下 面 用 上 述 的 五 种 权 
系数 的 确定 方法 给 出 其 组 合 预 测 模型 , 并 作对 比分 析 . 


3.2 非 最 优 正 权 组 合 预测 模型 权 系数 的 确定 方法 “45. 
(1) 算术 平均 方法 , 得 出 的 组 合 预测 权 系数 向 量 为 
(11, 12, 13, 14,15) = (0.2, 0.2, 0.2, 0.2, 0.2). 
(2) 预测 误差 平方 和 倒数 方法 , 得 出 的 组 合 预测 权 系数 向 量 为 
(11, 12,13, 14,15) = (0.2255, 0.4172, 0.2363, 0.0614, 0.0596). 
(3) 均 方 误差 倒数 方法 , 得 出 的 组 合 预测 权 系 数 向 量 为 
(11, 12, 13, Ua; 15) = (0.2263, 0.3078, 0.2316, 0.1180, 0.1163). 
(4) 简单 加 权 平均 方法 , 得 出 的 组 合 预 测 权 系 数 向 量 为 
(11,12, 13, 74,15) = (3/15,5/15, 4/15, 2/15, 1/15). 
(5) 二 项 式 系数 方法 , 得 出 的 组 合 预 测 权 系 数 向 量 为 
(11, 12,13,14,15) = (0.1406, 0.4922, 0.3281, 0.0352, 0.0039). 


五 种 组 合 预测 模型 对 1980~1987 年 太阳 黑子 数 的 组 合 预测 值 和 预测 精度 见 
表 3.2.2. 


表 3.2.2 ”1980~1987 年 太阳 黑子 数 的 组 合 预测 值 和 预测 精度 


年 份 方法 (1) 方法 (2) 方法 (3) 方法 (4) 方法 (5) 
1980 163.26 164.06 163.60 164.12 164.91 
1981 138.81 141.78 140.38 141.19 143.12 
1982 97.70 102.91 100.55 101.56 104.89 
1983 59.19 65.27 62.61 63.46 67.51 
1984 30.93 38.33 35.00 35.80 40.80 
1985 13.36 16.99 15.42 15.63 17.84 
1986 11.22 11.79 11.56 11.33 11.19 
1987 26.33 25.53 25.81 25.33 24.80 
平均 绝对 误差 7.55 4.86 5.87 5.76 4.59 
误差 平方 和 721.07 336.10 472.11 433.13 285.99 


从 表 3.2.2 可 以 看 出 , 以 平均 绝对 误差 和 误差 平方 和 作为 组 合 预 测 精度 的 两 个 
基本 指标 , 在 上 述 的 五 种 权 系数 的 确定 方法 中 , 二 项 式 系数 方法 是 最 好 的 组 合 预测 
方法 , 其 次 是 预测 误差 平方 和 倒数 方法 、 简 单 加 权 平 均 方 法 、 均 方 误差 倒数 方法 , 算 
术 平 均 方 法 是 较 差 的 组 合 预 测 方法 . 
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3.3 组 合 预测 权 系 数 确 定 的 一 种 合作 对 策 方法 


组 合 预测 权 系 数 确定 的 方法 已 有 多 种 , 本 节 在 这 方面 作 进一步 的 探索 . 即 从 对 
策 论 的 观点 出 发 , 视 各 单项 预测 方法 为 组 合 预测 方法 这 个 合作 对 策 的 局 中 人 , 合作 
的 “结果 ”为 组 合 预 测 的 误差 平方 和 , 再 按 合作 对 策 Shapley 值 法 在 各 单项 预测 模型 
中 进行 分 配 , 从 而 获得 组 合 预测 权 系数 确定 的 一 种 方法 . 实例 计算 结果 令 人 满意 . 


3.3.1 组 合 预测 方法 的 合作 对 策 描述 59 


，” 设 对 同一 预测 对 象 的 某 个 指标 序列 {zi ,t = 1 2 ……Nh} 存在 m 种 单项 预测 
方法 对 其 进行 预测 , m 种 单项 预测 方法 表示 为 M = {1,2,…,m}, 则 M 为 组 合 预 
测 方法 的 局 中 人 集合 . 

记 M 的 所 有 的 子 集 为 2%, 则 M 中 的 任 一 子 集 s e 2” 形成 组 合 预 测 方法 的 
一 个 联盟 , 若干 个 局 中 人 结 成 联盟 后 , 这 个 联盟 作为 一 个 整体 进行 组 合 预测 就 是 希 
望 尽 可 能 多 地 降低 组 合 预 测 误差 . 下 面 采用 组 合 预测 误差 平方 和 这 个 指标 来 反映 
预测 精度 . 

设 第 ; 种 单项 预测 方法 在 第 上 时 刻 的 预测 值 为 zi, i = 1,2,…,m, t= 1,2,…， 
, 称 ei = (zt 一 Zit) 为 第 i 种 单项 预测 方法 在 第 t 时 刻 的 预测 误差 , 设 ,12,… ,im 
分 别 为 m 种 单项 预测 方法 的 加 权 系 数 , 2 = fxzit 十 12z2t 十 … 十 lmzmi 为 Xt 的 组 合 
预测 值 , 加 权 系 数 应 满足 


1 十 1 十 … 十 /三 1， 072 0. (3.3.1) 
et 为 组 合 预测 在 第 t 时 刻 的 预测 误差 , 则 有 


m 
€t 一 dt 一 tr 一 >》， lieit. (3.3.2) 
i=1 


设 J(M) 表示 组 合 预测 的 误差 平方 和 , 则 有 


™m mm 


N N 
J(M) 一 > e2 一 》， 》, > liljeitejt: (3.3.3) 
t=1 


t=1 i=1 j=1 


定义 3.3.1 设 MM={1, 2,…, m}，s C M, wv(s) 为 定义 在 2” 集合 上 实 值 函 
数 , 令 v(s) = 一 J(s), 它 满足 
v(8) =0, (3.3.4) 


v(M) > 2, v({i}), (3.3.5) 
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则 称 组 合 预测 方法 为 一 合作 m 人 对 策 , 记 为 了 = [M，w], v(s) 称 为 m 人 对 策 的 特 
征 函 数 , 其 中 J(s) 表示 联盟 s 进行 组 合 预测 所 得 的 预测 误差 平方 和 , v(s) 表示 J(s) 
的 相反 数 . 

因为 预测 误差 平方 和 越 大 , 预测 精度 越 低 . 所 以 v(s) 越 大 , 表明 预测 精度 越 高 ， 
定义 3.3.1 中 (3.3.5) 式 表 明 组 合 预测 方法 预测 精度 高 于 各 单项 预测 方法 精度 . 

一 般 来 说 , 各 单项 预测 方法 在 组 合 预测 方 法 中 的 加 权 系 数 的 大 小 应 体现 其 与 合 
作 的 “贡献 ”来 确定 . 下 面 引进 定义 3.3.2. 

定义 3.3.2 称 v(sU {让 j) 一 v(s) 为 第 i 种 各 单项 预测 方法 对 联盟 s 合作 的 “ 贡 
献 * ,其 中 scM. 

当 所 有 mm 种 单项 预测 方法 均 参 与 组 合 预 测 时 , M ={1,2,…, m } 为 最 大 的 一 个 
联盟 , 记 v(M) 为 最 大 的 联盟 成 果 , 如 何 将 v(M) 分 配给 局 中 人 ? 一 个 自然 的 想法 是 
依据 各 局 中 人 给 联盟 带 来 的 “贡献 ” 来 分 配 . 

设 zi 为 第 i 种 各 单项 预测 方法 从 v(2M) 中 获得 的 分 配 , i = 1,2,…,m, 则 有 


zi =v({1}), 
v2 =0({1,2}) —o({1}), 
zs = 0({1,2,3}) —v({1,2}), 


Zm = VM)—vM — {m}). (3.3.6) 


然而 上 述 的 分 配 通 常 与 局 中 人 编号 的 次 序 有 关 , 如 把 局 中 人 mm 一 1,…,2,1 的 编 
号 改 为 1 ， 2/， 本 m, 则 有 新 的 分 配方 案 


71 = v({m}), 
72 =v({m,m—1})—v{m}), 
z3=v{m,m—1,m—2}))—v({m,m-— 1}), 


2Z = VM)—v(M — {1}). (3.3.7) 


对 于 其 他 的 编号 的 次 序 有 对 应 的 分 配方 案 , 由 于 m 个 局 中 人 编号 的 次 序 共有 ml 
种 , 所 以 对 应 的 分 配方 案 也 有 ml 种 , 为 此 取 各 局 中 人 分 配 的 平均 值 作为 局 中 人 的 
平均 “贡献”. 

记 wx(w) 为 第 i 个 局 中 人 的 平均 “贡献 ”, 则 有 


pi(0) = DD ols {i)) — vi) (3.3.8) 
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其 中 7 由 1,2,…,m 组 成 的 所 有 m 级 排列 , 洒 为 针对 所 有 的 ml! 个 不 同 的 m 级 排 
列 求 和 , sx = {jni < 守 . 

显然 s5 为 排列 7 中 排 在 i 的 前 面 的 那些 局 中 人 组 成 的 联盟 . 将 满足 si = s 排 
列 归 为 一 类 , (3.3.8) 式 可 以 表示 为 


p90) = Es) -ao 一 二] i= bm (33.9) 
其 中 s 为 M 中 包含 { 合 的 所 有 子 集合 , |s| 子 集 s 中 局 中 人 的 单项 预测 的 个 数 . 

定义 3.3.3 。 称 Bo) = ( gi()，pa(),…，pra(W)) 为 合作 mr 人 对 策 工 = 
[M, 可 的 Shapley 值 . 可 以 证 明 [57 


>》， pi(v) =v(M). (3.3.10) 
i=] 
式 (3.3.10) 表明 各 单项 预测 方法 在 组 合 预测 方法 中 的 平均 “贡献 ”之 和 ”gi(v) 等 于 
合作 的 总 成 果 . 

由 Shapley 值 即 可 计算 第 i 种 各 单项 预测 方法 辣 联盟 合作 的 平均 “贡献 ”ypi(v). 
前 已 述 及 , 各 单项 预测 方法 在 组 合 预测 方法 中 的 加 权 系 数 的 大 小 应 根据 合作 中 平均 
“贡献 ” 来 确定 . 考虑 到 v(M) 为 预测 误差 平方 和 的 负 值 , 需 将 wi(o) 作 如 下 归 一 化 
处 理 , 可 得 组 合 预测 的 加 权 系 数 


,vAM) /TM) 
p/p) 


t= 1,2,. ,mMm. (3.3.11) 


显然 它们 满足 >》 =1, ;20,17=1,2,.…,m. 


i=1 

组 合 预 测 权 系 数 确 定 的 合作 对 策 方 法 计算 步 又 为 

(1) 根据 组 合 预 测 误差 信息 矩阵 对 角 线 上 的 元 素 , 采用 某 种 正 权 组 合 方 法 、 如 
方差 倒数 加 权 法 、 均 方差 倒数 加 权 法 等 给 出 初始 的 组 合 预 测 权 系数 的 估计 . 

(2) 根据 式 (3.3.3) 及 定义 3.3.1 计算 各 种 联盟 合作 的 特征 函数 . 

(3) 根据 定义 3.3.2 及 式 (3.3.9) 计算 各 种 单项 预测 方法 的 所 获得 的 平均 分 配 ， 
即 Sharply 值 . 

(4) 根据 式 (3.3.11) 对 各 种 单项 预测 方法 的 所 获得 的 平均 分 配 作 归 一 化 处 理 即 
得 组 合 预 测 权 系数 . 


3.3.2 实例 分 析 
设 某 组 合 预测 问题 由 M = {1,2,3} 这 三 种 单项 预测 方法 组 合 而 成 ,其 组 合 预 
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测 误差 信息 矩阵 为 
10 
五 二 (€ij )3x3 一 7 8 ; (3.3.12) 
5 6 6 


其 中 el1,e22, es3 分 别 是 这 三 种 单项 预测 方法 的 预测 误差 平方 和 . 这 里 采用 方差 倒 
数 加 权 方 法 , 其 一 般 计 算 公式 为 


m —1 
(l,l2, ,lm) = (3 a (GT …,e71 ). (3.3.13) 
2 二 1 


所 以 按 式 (3.3.13) 计算 1, 2, 3 这 三 种 单项 预测 方法 在 组 合 预 测 方法 中 的 加 权 系 数 


Qu 
023 AI 8 6 10’86) \47’47’47/ 


”再 按 式 (8.3.3) 得 


on- ( 基 基 到 | 7 :| (8 eno 
. 5 6 6 
v(M) = —J(M) = —6.41014. 

同 理 , 采用 方差 倒数 加 权 方 法 得 
v({1,2}) = —7.90123, 
v0({2,3}) = —6.3673, 
v({1,3}) = —6.0937, 

vf{1) =-10, vl{2) =-8, vl{3}) =-6. 
由 式 (3.3.9) 得 
po) =0({1D) x 3 +o,2) olf2D] x E+ ol{13}) — ol{3)] x 2 
+ fo({1,2,3}) — v({2,3})] x 5 — _3.34676. 


同 理 可 得 
pa(o) = —2.48356, pa(v) = —0.57982. 
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再 按 式 (3.3.11) 得 在 组 合 预测 方法 中 的 加 权 系 数 为 


11 = 0.123158, /2 = 0.165964, ls = 0.710878. 


10 7 5 0.123158 
J'(M) = (0.123158, 0.165964, 0.710878) 7 8 6 0.165964 


5 6 6 0.710878 
= 5.98154. 


车 1, 2, 3 这 三 种 单项 预测 方法 按 以 预测 误差 平方 和 达到 最 小 的 线性 组 合 预 测 
模型 计算 , 利用 Matlab 最 优化 工具 箱 求 得 在 组 合 预测 方法 中 的 最 优 加 权 系 数 为 


好 = 0.166667， 户 = 0， 站 = 0.833333. 
对 应 的 最 小 预测 误差 平方 和 
T"(M) = 5.83333. 
由 此 可 见 , 以 预测 误差 平方 和 作为 预测 精度 评价 准则 , 本 节 提 出 的 确定 组 合 预 
测 方法 中 的 加 权 系 数 的 Sharply 值 方法 明显 优 于 方差 倒数 加 权 方 法 , 且 与 最 优 组 合 
预测 方法 的 预测 精度 很 接近 . 
本 节 给 出 了 组 合 预测 权 系 数 确定 的 非 最 优 正 权 新 方法 合作 对 策 方法 . 从 


实例 可 以 看 出 , 该 方法 确定 的 组 合 预测 也 是 一 种 优 性 组 合 预测 二 . 它 不 仅 适用 于 以 
误差 平方 和 为 准则 的 组 合 预测 模型 , 而 且 适 用 于 基于 预测 有 效 度 的 组 合 预 测 模型 . 


3.4 精 值 法 及 其 在 确定 组 合 预测 权 系数 中 的 应 用 


组 合 预测 综合 利用 各 种 单项 预测 方法 所 提供 的 信息 , 以 适当 的 加 权 平均 形式 得 
出 组 合 预 测 模型 . 组 合 预测 核心 的 问题 就 是 如 何 求 出 组 合 预测 加 权 平 均 系数 , 使 得 
组 合 预测 模 型 更 加 有 效 地 提高 预测 精度 . 那么 组 合 预 测 加 权 平 均 系数 是 如 何 依赖 
于 各 种 单项 预测 方法 所 提供 的 信息 以 及 对 信息 依赖 程度 的 定量 描述 等 问题 值得 进 
一 步 加 强 研究 . 本 节 在 这 方面 作 一 些 探索 . 即 从 信息 论 的 观点 出 发 , 根据 各 单项 预 
测 方法 预测 误差 序列 的 变异 程度 ,利用 信息 箭 的 概念 , 计算 出 组 合 预测 加 权 平 均 系 
数 . 实例 计算 结果 令 人 满意 . 


3.4.1 确定 组 合 预测 加 权 系数 的 炳 值 法 的 基本 原理 3 


设 对 同一 预测 对 象 的 某 个 指标 序列 为 {zt ,t = 1,2,.…,NN}, 存在 m 种 单项 
预测 方法 对 其 进行 预测 , 设 第 i 种 单项 预测 方法 在 第 t 时刻 的 预测 值 为 zz,i = 
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。 -1 1, 当 |(zt 一 Xit)/zt| 之 1 时 ， 
it 


|(ze — zas)/zel, 当 0 < |(zz — zit)/zt| < 1 时 . (3.4.1) 


则 称 ei 为 第 i 种 预测 方法 第 t 时 刻 的 预测 相对 误差 , i = 1,2,…,m,t= 1,2,…,N. 
显然 , 0 < eit < 1, fei = 1,2,…,m,t 二 1,2,…,N} 为 第 i 种 预测 方法 在 各 个 +t 时 
刻 的 预测 相对 误差 序列 . 

在 信息 论 中 , 箭 值 是 系统 无 序 程度 或 混乱 程度 的 度量 , 信息 被 解释 为 系统 无 序 
程度 的 减少 , 信息 表现 为 系统 的 某 项 指标 的 变异 度 . 即 系统 的 和 信 越 大 , 则 所 蕴涵 
的 信息 量 越 小 , 系统 的 某 项 指标 的 变异 程度 越 小 . 反之 , 系统 的 精 值 越 小 , 则 所 蕴涵 
的 信息 量 越 大 , 系统 的 某 项 指标 的 变异 程度 越 大 . 

非 最 优 正 权 组 合 预测 方法 确定 组 合 预测 加 权 系 数 一 个 基本 思想 是 : 若菜 个 单项 
预测 模型 预测 误差 序列 的 变异 程度 越 大 , 则 其 在 组 合 预 测 中 对 应 的 权 系数 就 越 小 . 
在 统计 学 中 , 一 般 采 用 离 差 、 方差 或 标准 差 作为 反映 预测 误差 序列 变异 程度 的 指标 . 
然而 , 本 节 利 用 信息 论 中 箭 值 的 概念 , 重新 定义 单项 预测 模型 预测 误差 序列 的 变异 
系数 , 作为 反映 其 变异 程度 的 一 个 指标 . 

用 炳 值 法 确定 组 合 预测 加 权 系 数 的 步 又 如 下 . 

(1) 将 各 种 单项 预测 方法 预测 相对 误差 序列 归 一 化 . 即 计算 第 种 单项 预测 方 
法 第 时刻 的 预测 相对 误差 的 比重 . 


Pit = ? t= 1,2,..…,N. (3.4.2) 


> €it 
Et 一 


N 
显然 》 pit = 1,i= 1,2,…,m. 
t=1 


(2) 计算 第 ;种 单项 预测 方法 的 预测 相对 误差 的 箭 值 . 


N 
hi=—ky palnpa, i=1,2,,m. (3.4.3) 
t=1 
> 0 为 常数 , mn 为 自然 对 数 , hi > 0,1i = 1,2,…,m,. 对 第 i 种 单项 预测 方法 而 言 ， 
如 果 pa 全 部 相等 , 即 pk = 1/N,t = 1,2,… ,NN, 那么 hi 取 极 大 值 , 即 hi = klnN, 这 
里 取 =1/InN, 则 有 0<h<1. 
(3) 计算 第 i 种 单项 预测 方法 的 预测 相对 误差 序列 的 变异 程度 系数 . 因为 0 < 
hi < 1 根据 系统 某 项 指标 的 炉 值 的 大 小 与 其 变异 程度 相反 的 原则 , 所 以 定义 第 i 种 
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单项 预测 方法 的 预测 相对 误差 序列 的 变异 程度 系数 di 为 
d=1- hy, i=1,2,..,m. (3.4.4) 


(4 计算 各 种 预测 方法 的 加 权 系 数 


上 式 体现 了 一 个 原则 , 即 某 个 单项 预测 方法 预测 误差 序列 的 变异 程度 越 大 , 则 其 在 
组 合 预测 中 对 应 的 权 系 数 就 越 小 . 显然 权 系数 满足 》) 1; = 1. 
i=1 
(5) 计算 组 合 预 测 值 


站 一 》 lr t=1,2,..,N. (3.4.6) 
1 一 工 


3.4.2 实例 分 析 


应 用 文献 [59] 的 数据 来 说 明 箭 值 法 在 确定 组 合 预测 权 系数 中 的 应 用 . 已 知 某 
预测 对 象 在 某 一 时 段 的 实际 观测 值 zx 和 两 种 不 同 预测 方法 的 预测 值 ztt, zt 见 表 
3.4.1 所 示 . 

表 3.4.1 ”两 种 单项 预测 方法 的 预测 值 


t Tt T1t T2t 

1 11.49 18.47 10.03 
2 13.06 14.54 11.23 
3 15.34 12.84 15.24 
4 20.58 13.28 18.67 
5 23.28 16.15 27.78 
6 26.46 21.16 26.36 
7 27.33 28.40 29.67 
8 34.22 37.87 27.40 
9 40.19 49.58 52.73 
10 53.37 63.53 47.36 
11 77.79 79.00 71.00 
12 100.63 98.12 109.32 


按 式 (3.4.1) 计算 两 种 不 同 预测 方法 的 相对 误差 序列 el 和 ezi, 并 按 式 (3.4.2) 
将 相对 误差 序列 单位 化 得 pl: 和 pat, 结果 见 表 3.4.2 所 示 . 


3.4 箭 值 法 及 其 在 确定 组 合 预 测 权 系 数 中 的 应 用 . 53 . 


由 式 (3.4.3) 计算 两 种 单项 预测 方法 的 预测 相对 误差 的 焙 值 hi, hz 为 


12 12 
让 = 一 >》 ,pulnpu/lnl2=0.8704, ha =—)》 painpat/lnl2 = 0.9147. 
t=1 t=1 


由 式 (3.4.4) 计算 两 种 单项 预测 方法 的 预测 相对 误差 序列 的 变异 程度 系数 di, do 为 
di =1—hi=0.1296, ds =1— hs= 0.0853. 
由 式 (3.4.5) 计算 两 种 预测 方法 的 加 权 系数 i，12 为 
1 = 1—0.1296 / ( 0.0853 + 0.1296) = 0.3969, 
12 = 1— 0.0853 / ( 0.0853 + 0.1296) = 0.6031. 
所 以 由 式 (3.4.6) 得 组 合 预 测 值 
$+ = 0.3969z1: + 0.603172:， t= 1,2,.……,12. 


把 表 3.4.1 中 的 数据 z1: 和 za 代入 上 式 计 算出 组 合 预测 值 tt, 见 表 3.4.2. 
表 3.4.2 ”两 种 单项 预测 方法 的 相对 误差 序列 和 归 一 化 


t elt <2t D1t P2t 

1 0.6075 0.1271 0.2584 0.1061 
2 0.1133 0.1401 0.0482 0.1170 
3 0.1630 0.0065 0.0693 0.0054 
4 0.3499 0.0928 0.1488 0.0775 
5 0.3063 0.1933 0.1303 031614 
6 0.2003 0.0038 0.0852 0.0032 
7 0.0392 0.0856 0.0167 0.0715 
8 0.1067 0.1993 0.0454 0.1664 
9 0.2336 0.0632 0.0994 0.0528 
10 0.1904 0.1126 0.0810 0.0940 
11 0.0156 0.0873 0.0066 , 0.0729 
12 0.0249 0.0864 0.0106 0.0721 


若 以 预测 误差 平方 和 作为 反映 预测 精度 的 一 个 指标 , 则 有 炳 值 法 确定 的 组 合 预 
测 模型 对 应 的 预测 误差 平方 和 为 


12 12 
Qi1= > = (rv— ht) = 95.0940. 
t 一 1 t=1 
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文献 [38] 已 给 出 以 预测 误差 平方 和 为 准则 的 非 负 线性 组 合 预测 模型 的 计算 最 
优 组 合 预 测 权 系数 疗 , 如 得 


上 = 0.4121， 1: =0.5879. 
模型 (3.1.2) 的 目标 函数 最 优 值 82 就 是 预测 误差 平方 和 , 则 


Q2 = 94.8889, 


12 12 
Qi=) 0 = > (v2£) = 95.0940. 
t=1 t 一 1 
由 此 可 见 , 以 预测 误差 平方 和 作为 预测 精度 评价 准则 , 本 节 提 出 的 确定 组 合 预 
测 方 法 中 的 加 权 系数 的 炉 值 方法 与 最 优 组 合 预测 方法 的 预测 精度 很 接近 . 另外 , 通 
过 比较 炉 值 方法 和 方差 倒数 加 权 方 法 , 也 发 现 本 节 提 出 的 粹 值 方 法 稍 优 于 方差 倒数 
加 权 方 法 . 这 表明 炳 值 方 法 用 于 确定 组 合 预测 方法 加 权 系 数 具 有 一 定 的 有 效 性 . 从 
本 节 实 例 可 以 看 出 , 该 方法 确定 的 组 合 预测 也 是 一 种 优 性 组 合 预 测 019. 
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4.1 预备 知识 


数学 规划 研究 函数 在 各 种 条 件 下 的 极 值 问题 . 在 最 优 组 合 预测 模型 的 研究 中 ， 
数学 规划 模型 和 求解 方法 有 着 重要 的 应 用 . 因此 本 节 介 绍 这 些 方 面 的 相关 知识 . 


4.1.1 凸 集 和 凸 函 数 60| 
定义 4.1.1 设 9 是 Rn 的 子 集 , 若 对 于 任意 的 sl, ss < 5, 均 有 
Msi+ (1 —A)ss €5, VA€ |[0,1], (4.1.1) 


则 称 5 是 R" 的 凸 集 . 
定义 4.1.2 ” 设 函 数 了 :5 一 R!, 5 是 Rr? 的 非 空 凸 子 集 , 若 


fT1+ (1 — ANr2) AFP1) + — NFF2), Vei,r2 € 5,AE(0,1), (4.1.2) 


则 称 /为 5 上 的 凸 函数 , 当 上 式 成 立 严格 不 等 号 时 , 则 称 了 为 8 上 的 严格 凸 函 数 
定义 4.1.3 。 设 函 数 / : 9 一 R! 具有 二 阶 连 续 的 偏 导数 , mr & 5, 令 


v0") = (HE, 2 2 ) ， Aa)= (HR) 


Orz1 ”Dr ” ”Drn Ori07; 


则 称 Vf(z*) 为 函数 f 在 点 z* 处 的 梯度 向 量 , 称 五 (zw*) 为 肖 数 f 在 点 z* 处 的 
Hesse 矩阵 . 

定理 4.1.1 设 5 是 Rr 的 非 空 开 凸 集 , 函数 f :5 一 已: 具有 一 阶 连续 的 偏 
导数 , 则 函数 /为 凸 函数 的 充 要 条 件 是 恒 有 


jza) > f(z1) + Vf(z1)' (x2 — 21), YZz1,T2 € 9， (4.1.3) 


其 中 Vf(zi) 为 函数 f 在 zl 处 的 梯度 向 基 . 
证 明 必要 性 . Yzl, za e 5, 因为 5 是 R" 的 非 空 开 凸 集 , 所 以 


21 十 和 (Za2 一 2Z1) 一 (1 一 入 )V1 十 XZ2 €5, VAE [0， 1]. 
因为 函数 f 为 凸 函数 , 所 以 


f(z1+ A(z2 一 21)) & Mf (22) + (1 — NFL1). 
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从 而 有 
f (x1 + A(T2 — £21)) — f(z1) & A(f lr2) — fF(2)). 


由 于 入 > 0, 上 式 不 等 式 两 边 同 除 以 入 得 
f(z1 + A(z2 — £1)) — f(x1) 
入 


< f(x2) ~ f(21). 
由 于 f 具有 一 阶 连续 的 偏 导数 , 故 有 
f (pl+A(za — £1)) = f(z1) + VE1) [Nz2 ~ £1)] + o (A(z 一 zl 


所 以 


j (zl 十 XZa 一 Z1)) 一 /zi)  。 
~ = Vf(21) (z2 — £1). 


于 是 得 到 
jza) > f(z1) + VAP1) (22 — 21). 
充分 性 . Vw1, zw2 € 5, 入 Ee (0,1), 因为 8 是 R? 的 非 空 开 凸 集 , 则 和 Aw1++(1 一 和 wz < 
5S, 由 充分 性 条 件 式 (4.1.3) 得 
Flzi) > fF Mri+ (1 — Nz) + VAT + (1 — Nr) [1 — Nz1 ~ 22)]) 
f(z2) 之 f (AZ1 十 (1 一 入 )2D2) 十 Vf(Mz1 十 (1 一 Nr2)T™ [一 X(zi 一 22)] 。 
以 入 和 工 - 入 分 别 乘 以 上 述 两 个 不 等 式 的 两 边 , 并 相 加 整理 得 


Af (x1) 十 (1 一 入 ) (22) 之 f zi 二 (1 一 入 )Z2) ， VolZa E 9 入世 (0， 1). 


由 定义 4.1.2 知 函 数 f 为 凸 耻 数 . 

定理 4.1.2 设 5 是 R" 的 非 空 开 凸 集 , 函数 1 :5 一 已 具有 二 阶 连续 的 偏 
导数 , 函数 /为 凸 函数 的 充 要 条 件 是 函数 f 的 Hesse 矩阵 五 (x) 在 8 上 为 半 正 定 
矩阵 . 函数 f 为 严格 凸 浮 数 的 充 要 条 件 是 函数 f 的 Hesse 矩阵 玉 (x) 在 9 上 为 正 
定 和 矩阵 . 

证 明 ”必要 性 . 因为 S 是 R" 的 非 空 开 凸 集 , 所 以 


vAE[0,1], zit+A(z2 一 Zi 一 (一 入)zl 十 MXza E 9. 


函数 f 为 严格 上 是 函数 , vx < 5, z € R”, 因为 5 是 R" 的 非 空 开 凸 集 , 所 以 存在 
入 > 0, 当 和 el- 和 ,和 | 时 ,有 z+ 和 ze€5, 由 定理 4.1.1 得 


f (z+ Az) > f(z)+ AV F(Z)TZ. 
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因为 函数 1 :5 一 已 : 具有 二 阶 连续 的 偏 导数 , 由 Taylor 展 式 得 
f(z+Az) = f(x) + AVAE)Tz+ X27 H(z)z + o(X2). 


所 以 由 上 两 式 得 
X22T Ho)z +o(X2)>0. 


上 式 两 边 同 除 以 , 注意 到 lim 2 ) =0, 则 有 


zi'H(z)z>0. 


即 Hesse 矩阵 瑟 (z) 在 S 上 为 半 正 定 矩 阵 . 
充分 性 . Vz € 5, 由 Taylor 展 式 得 


f(z2) = f(z) + VE) T(z — E)+ 3(® —E) H(i+OF— 2))((z 一 元 )， V2, 


其 中 0 e (0,1). 因为 5 是 凸 集 , 所 以 zB 十 9(z 一 多 ) < 5, 由 充分 性 的 条 件 知 Hesse 
和 矩阵 H(z) 在 3 上 为 半 正 定 矩 阵 , 从 而 五 (了 十 9(x 一 互 )) 为 半 正 定 矩 阵 , 即 有 (z 一 
1)'H(zZ + 0(2 一 元 ))(z — £) > 0, 所 以 


je) > ja)+VHaT(e — 3), Ve. 
由 定理 4.1.1 知 函数 /为 8 的 凸 函数 
第 二 个 结论 的 证 明 只 要 把 上 述 的 不 等 号 换 成 严格 的 不 等 号 即 知 成 立 . 
4.1.2 非 线性 规划 问题 的 最 优 性 条 件 00~9 
下 面 考虑 如 下 非 线性 规划 问题 的 最 优 性 条 件 


min 六 (z) ， 
i < 0, 4.1.4 
st | 97)<0 (4.1.4) 
i = 1,2,...,m. 


定义 4.1.4 记 5= {zl|gi(z) < 0,i=1,2,…,mj}, 则 称 5 为 式 (4.1.4) 表示 的 
非 线 性 规划 问题 的 可 行 域 , Ye < 5 为 其 可 行 解 . 

定义 4.1.5 记 六 = 全 ,2,…,m}, 车 对 某 ieE N, or € 5, 有 gi(x*) = 0, 则 称 
9i(z) 和 0 为 关于 z* 的 积极 约束 . 称 N(z*) = {i|9i(2*) = 0,i EN} 为 积极 约束 指 
标 集合 , 若 在 z* 处 , 梯度 向 量 Vgi(2*) (Vi e N(x*)) 线性 无 关 , 则 称 x* 为 正则 点 . 

记 


F(z2*)= {pvYf(z") p<0}, G(2*)= 门 {pl Vgi(x*) pp < 0}. 
iEN(T*) 
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定理 4.1.3” 设 函数 有: R? 一 Ri 和 gi: RR" 一 Ri(i Ee N(x*)) 在 zw* 处 可 微 ， 
gi(i ¥ N(Z2*)) 在 2* 处 连续 , 若 z* 是 非 线性 规划 问题 式 (4.1.4) 的 局 部 最 优 解 , 则 有 
F(zrjnGtzr) = 8. 


证 明 采用 反 证 法 . 假设 F(z2*)nG(z*) 关 0 则 存在 pe F(z*)nG(z*), 由 
F(z*) 和 Gl(z*) 的 意义 可 知 


Vj(z*)Tp <0，Voi(or)Ip<0， ieN(r”*). (4.1.5) 
因为 函数 7: R* 一 R! 和 gi: R" 一 Ri(i E N(z*)) 在 zx* 处 可 微 , 在 z* 处 对 
它们 进行 Taylor 展开 , Vt > 0, 有 
f(z* +tp) = f(2*)+tvf(2*) Tp + olltpll, (4.1.6) 
gi(z" + tp) = gi(2*) + tvgi(2*) p+ oltpl|l, ieN(z*). (4.1.7) 
当 上 > 0 充分 小 时 , 由 式 (4.1.5)~(4.1.7) 知 
jer +tp) < je)，9i(o* 十 雪 ) < gilzr) =0，ieN(zr)， 
因为 gi(i 4 N(z*)) 在 zw* 处 连续 , 所 以 当 t(> 0) 充分 小 时 ,9i(z* 二 雪 ) < 0, i gc N(z2*). 
综 上 所 述 , 找到 了 与 2* 处 充分 接近 的 可 行 解 2* 十 tp, 使 得 f(z* 十 怒 ) < f(x*)， 
这 与 2* 是 式 (4.1.4) 的 局 部 最 优 解 矛 盾 , 因此 假设 不 成 立 , 从 而 结论 成 立 . 
定理 4.1.4” 设 函数 f: R" 一 R! 和 g; : R" 一 R1(i Ee N(x*)) 在 zw* 处 可 微 ， 
gi(i 4 N(2*)) 在 z* 处 连续 , 若 z* 是 非 线性 规划 问题 式 (4.1.4) 的 局 部 最 优 解 , 则 存 
在 实数 AL0， (Ai Vi € N(w*)) 满足 


HoVf(T) + Y, pivgi(z*)=0, (4.1.8) 
iEN(T*) 
Lo 之 0， ji 之 0, (10, Mi) 天 0， Vi E N(z2*). (4.1.9) 


式 (4.1.8)、(4.1.9) 称 为 2* 满足 Fritz-John 条 件 . 
证 明 由 定理 4.1.3 知 , 不 存在 pe F(z*) 凡 G(xz*), 即 不 等 式 组 


Vf(z*)'p <o, 
Vgi(zw*)'p <0, iEN(z*) 


J *yT 


Vgi(x*)7 为 行 的 矩阵 , 于 是 Ap < 0 无 解 . 由 Gordan 择 一 性 定理 , 系统 ATp = 0， 
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p 之 0， p zz 0 必 有 人 解 ， 记 其 解 p= (uo, (Hi)ieN(z2*)) 则 Ho 之 0， Hi 之 0， Vi E NV(z”) 
但 (Yie N(2*)) 关 0, po>0, 由 47Pp= 0 展开 即 得 


povjf(z)+ >》，HmvVegi(z")= 0. 
iEN(ZD*) 
若 对 所 有 的 9; :本 一 RiGEeN) 在 z* 处 可 微 , 则 Fritz-John 条 件 可 表述 为 : 
存在 不 全 为 0 的 实数 Ho, Hl1, H2, °° , Lm, 满足 


HoVf (2”) 十 >》 HiVgi(z”) = 0， Hi9i(Z”) 一 0，1? 三 12,……， 712) 


?一 工 
(po HA Kas, Wm) 过 0， (po Ht Ha Hpm) 尖 0. 


定义 4.1.6 ” 设 zw* € 5 为 非 线性 规划 问题 式 (4.1.4) 的 可 行 解 , 若 存在 标量 
(pisVi E N(z*)) 满足 


Vz)+ > pvg(v’)=0, 20, vieN(e’). (4.1.10) 
i€EN(L*) 
则 称 在 zx* 为 Kuhn-Tucker 点 或 z* 满足 Kuhn-Tucker 条 件 (4.1.10). 
车 对 所 有 的 Qi: RR" 一 Ra 一 1,2, “ ,7m) 在 v* 处 可 微 ， 则 Kuhn-Tucker 可 表 
述 为 : 存在 非 负 实 数 (11, Ha， “0 , im) 之 0， 满足 


VfL) FD mvVgi(z) =0，Hgilz =0， i=1,2,..,m. 
i=1 


定理 4.1.5 ” 设 函 数 f: R"? 一 R! 和 gi: R? 一 Ri(i E N(z*)) 在 zw* 处 可 微 ， 
gi(i #4 N(2*)) 在 2* 处 连续 , 关 2* 是 非 线性 规划 问题 式 (4.1.4) 的 局 部 最 优 解 ，2* 
是 正则 点 , 则 z* 为 Kuhn-Tucker 点 . 

证 明 ”由 定理 41.4 知 , 存在 满足 fritz Jobhn 条 件 的 实数 jo, (JVi e Nen)) 
满足 


HoV f(z*)+ >》， HivVgi(z*) = 0, 
iEN(T*) 
Hpoz0， 由 0，VYeENz)，(poHm VE N(2*)) #0. (4.1.11) 
若 Ho = 0, 则 有 》、 Wivgi(z*) 二 0, 且 


iEN(w*) 


Mi 20,vieN(e), (uvieN(s’)) #0, 
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此 时 Vgi(z*), Vi €E N(w*) 线性 相关 , 这 与 2* 是 正则 点 矛盾 , 所 以 jo 关 0, 从 而 
Wo>0, 令 = a < N(xz*), (4.1.11) 两 边 同 除 以 uo 得 
Ve)+ >》 wvg(2’)=0, wm%20, vieN(e"). 
i€EN(T*) 


由 定义 4.1.6 知 结论 成 立 . 

定理 4.1.6 ” 设 函 数 j R" 一 Ri 和 gi:R" 一 Rl, i EN(z*) 在 zx* 处 可 微 , g;， 
i 4 N(z*) 在 zw* 处 连续 , 函数 f 和 gi, i E N(z*) 是 凸 函 数 , 若 2* 为 Kuhn-Tucker 
点 , 则 z* 是 非 线 性 规划 问题 式 (4.1.4) 的 最 优 解 . 

证 明 设 vz es S 是 非 线 性 规划 问题 式 (4.1.4) 的 可 行 解 , 则 有 gi(z) < 0 = 
gi(T*), Vi E N(z2*). 因为 gi, i Ee N(z*) 是 是 函数 , 所 以 有 


gi(z” + AML 2) = gM + (1 — Ne*) 
< Mgi(z)+ (1— Ngi(z*) < g(x*), vAE (0,1). (4.1.12) 
因为 gi, i Ee N(2*) 在 w* 处 可 微 , 对 它们 进行 Taylor 展开 得 
go + ML — 2°)) 一 ge)+TAVoizrz 一 oz)+TolAMze — oo) (41.13) 
由 式 (4.1.12) 和 式 (4.1.13) 知 
Voi(z*)Trle — 2) <0, vieN(w’). 
从 而 对 于 pi 之 0,iEN(z*) 有 


D, pvgi(z’) T(z — 72*) <0. 
i€EN(T*) 


因为 2* 为 Kuhn-Tucker 点 ,所 以 有 Vf(z*)+ 》，psVgi(z*) =0, 于 是 有 


iEN(T*) 
Viz) Ts—w)>0, vres. 
因为 函数 f 是 凸 函 数 , 所 以 f(z) > f(x*), Vz € 5, 即 2* 是 非 线性 规划 问题 式 
(4.1.4) 的 最 优 解 . 
4.2 以 预测 误差 平方 和 达到 最 小 的 线性 组 合 预测 模型 
4.2.1 最 优 线 性 组 合 预测 模型 的 建立 


设 对 同一 预测 对 象 的 某 个 指标 序列 {zx1,t = 1 2 ……Nh 存在 m 种 单项 无 偏 
预测 方法 对 其 进行 预测 , 设 第 i 种 单项 预测 方法 在 第 t 时刻 的 预测 值 为 zit, i = 
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1,2,…,m, t= 二 1,2,…,NN, 称 eit = (zz 一 Zit) 为 第 i 种 单项 预测 方法 在 第 t 时 刻 的 
预测 误差 . 
设 ,12,…,im 分 别 为 m 种 单项 预测 方法 的 加 权 系 数 , 为 了 使 组 合 预 测 保 持 无 
偏 性 , 加 权 系 数 应 满足 
+l+.+ln=1, (4.2.1) 


设 $i 二 21t 十 1272t 十 … 十 lmzmt 为 zi 的 组 合 预测 值 , 设 ei 为 组 合 预 测 在 第 
t 时 刻 的 预测 误差 , 则 有 
Et 一 tt 一 人 二 > Cit. (4.2.2) 


设 厂 表示 组 合 预测 预测 误差 平方 和 , 则 有 


_ya- i @itejt: (4.2.3) 
t=1 


t=1 i=1 j=1 


由 此 可 得 以 预测 误差 平方 和 为 准则 的 线性 组 合 预 测 模型 为 下 列 最 优化 问题 


Nm m 
min 有 n= >》 >) hiljenese 


t=1 i=1 j=1 


st. 》 l=1. (4.2.4) 
i=1 
记 
L = (la la), R= (1,1,...,1), i = (ei1, ei2;*** ,EiN),, 


则 工 表示 组 合 预 测 加 权 系 数列 向 量 , 鼠 表示 元 素 全 为 1 的 m 维 列 向 量 , e; 表示 第 
i 种 单项 预测 方法 的 预测 误差 列 向 量 , 再 令 

N 

Ei; el e7 二 》 estehb 人 7 二 1,2,.…,m, 五 一 (1 

t=1 
则 当 i 考 7 时 , Eiy 表示 第 i 种 单项 预测 方法 和 第 4 种 单项 预测 方法 的 预测 误差 的 协 
方差 , 当 i= 3 时 , Eii 表示 第 i 种 单项 预测 方法 的 预测 误差 的 平方 和 , 召 表 示 mxm 
的 方 阵 , 召 称 为 组 合 预测 误差 信息 矩阵 . 

定理 4.2.1 ”假定 m(m < N) 种 单项 预测 方法 的 预测 误差 向 量 组 e1, e2,… ,em 

是 线性 无 关 的 , 则 组 合 预测 误差 信息 矩阵 至 为 正定 矩阵 . 
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证 明 记 A = (eil,e2,.… ,em), 则 


eT ele1 ele» … efem 
T T T 
7 el efel ele2 ::: elenm 
4 4= .| (ei,e2,.* ,Em) = . . . =E. 
T T T T 
Em emel eme2 … €mem 


所 以 五 为 对 称 官 阵 ， 记 外 一 (21, Za) 若 化 天 0 时 ， 则 Az A* 0， 否则 ， 存在 
不 全 为 零 的 数 T1,T2, ,Tm 使 得 


AT = xiel 十 X262 十 …: 十 Xmem 二 0. 
此 与 向 量 组 ei1,e2,… ,em 是 线性 无 关 的 矛盾 ! 
当 z 关 0 时 ,二 次 型 zTEz = wTATAz = (4z)T4z > 0, 所 以 二 次 型 zTPz 


为 正定 二 次 型 . 即 组 合 预测 误差 信息 矩阵 吾 为 正定 矩阵 . 
定理 4.2.1 表明 在 预测 误差 向 量 组 el, e2,… ,en, 是 线性 无 关 的 条 件 下 , 组 合 预 


测 误差 信息 矩阵 吾 为 可 逆 窍 阵 . 
在 上 上 述 记 号 下 , 有 
Nm m m mm N 
= 1= >》 >》 ,8 ljeitejt 一 > > 区 (> cae || 
t=1 i=1 j=1 i=1 j=1 t=1 
= > > (alBi] = LTEL. (4.2.5) 


i 
L 
, 
i 
. 


j= RIL. | (4.2.6) 


所 以 式 (4.2.4) 也 可 以 表示 成 矩阵 形式 


min 万 = LTEL, 
st.RTL=1. (4.2.7) 


4.2.2 最 优 线性 组 合 预测 模型 的 解 的 讨论 


对 于 上 式 (4.2.7), 可 给 出 如 下 组 合 预 测 加 权 系 数 的 计算 公式 . 
定理 4.2.284 假定 m(m < N) 种 单项 预测 方法 的 预测 误差 向 量 组 el e2,…， 
em 是 线性 无 关 的 ， 则 有 模型 (4.2.7) 的 最 优 解 和 目标 函数 最 优 值 为 
E-!R 1 


二 (23) 
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证 明 利用 Lagrange 乘 数 法 易 得 , 证 略 . 

在 实际 预测 实践 中 , 若 利用 (4.2.8) 来 计算 组 合 预测 加 权 系 数 , 则 可 能 出 现 加 权 
系数 为 负 的 情况 . 而 负 的 组 合 预测 加 权 系 数 的 解释 在 学 术 界 尚未 取得 一 致意 见 , 因 
此 有 必要 考虑 非 负 权 系 数 的 组 合 预测 模型 . 这 就 要 在 模型 (4.2.7) 中 增加 一 个 非 负 
约束 条 件 , 即 为 如 下 最 优化 模型 


min .hp = LTEL, 


RT'L=1, 
Ss.t. (4.2.9) 
L>0, 


上 式 (4.2.9) 为 一 个 非 线性 规划 问题 对 于 该 问题 有 如 下 结论 . 
定理 4.2.3 ”假定 m(m < N) 种 单项 预测 方法 的 预测 误差 向 量 组 el ez … ,em 
是 线性 无 关 的 , 则 非 负 权 系 数 的 组 合 预测 模型 (4.2.9) 的 可 行 域 D = {LIRTL=1， 
工 > 0} 为 凸 集 , 其 目标 函数 J = 57EL 为 可 行 域 D 上 的 严格 凸 函 数 . 
证 明 设 vLi,L2z€ D, 由 可 行 域 DD 的 定义 知 


RLi=1, RL2=1, Li>0, IL2>0. 
所 以 
RTOLI+( NL)=ARTD + NRIL2=A+(l -N=1, vAelo,1. 


且 AZi+(L -AZ2 > 0, 所 以 由 定义 (4.1.1) 知 可 行 域 D 为 凸 集 . 

由 于 mm 种 单项 预测 方法 的 预测 误差 向 量 组 ei1,e2,… ,em 是 线性 无 关 的 , 由 
定理 4.2.1 知 组 合 预测 误差 信息 搜 阵 瑟 为 正定 矩阵 , 且 模 型 (4.2.9) 的 目标 函数 
刀 二 LTEL 的 Hesse 窍 阵 | 


/0 
ol Cr We 


再 根据 定理 4.1.2 得 目标 函数 .J 是 可 行 域 D 上 的 严格 凸 函数 . 
模型 (4.2.9) 实际 上 为 一 个 二 次 凸 规划 问题 . 由 定理 4.1.6 可 知 Kuhn-Tucker 条 
件 是 其 最 优 解 的 充 要 条 件 . 模型 (4.2.9) 的 Kuhn-Tucker 条 件 可 表示 为 


2EL-AR-U=0, 
RIL=1, 

UTL =0, 

L>0, U>0, 


(4.2.10) 


NE 
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其 中 UV = (ww2,… ,um)7 是 与 非 负 组 合 预 测 权 系数 向 量 工 所 对 应 的 Kuhn-Tucker 
乘 子 , wu; 与 4 不 能 同时 为 基 变 量 . 和 是 与 约 东 条 件 RTL = 1 所 对 应 的 Lagrange 
乘 子 . 

由 于 入 无 非 负 约束 , 可 令 入 = 和 1 一 和 2, 其 中 入 ,和 2 > 0, 因此 , 引入 人 工 变量 v 
可 构造 如 下 线性 规划 模型 


min wv, 
2EL- (N-NMR-U=0, 
RIL+v=1, 

gt. tv (4.2.11) 
L>0,U>0, 


入 1， 入 2， vv 之 0. 


解 此 线性 规划 模型 即 可 获得 最 优 的 非 负 组 合 预测 权 系数 向 量 . 


4.3 ”以 误差 绝对 值 和 达到 最 小 的 线性 组 合 预 测 模型 


众所周知 , 预测 误差 平方 和 是 反映 预测 精度 的 一 个 非常 重要 的 指标 之 一 . 因此 ， 
以 预测 误差 平方 和 达到 最 小 为 准则 的 线性 组 合 预测 模型 目前 在 各 领域 实际 预测 问 
题 中 应 用 得 最 为 广泛 . 造成 这 种 现象 的 主要 原因 可 能 包括 有 两 方面 : 一 是 以 预测 误 
差 平方 和 达到 最 小 为 准则 的 线性 组 合 预 测 模型 理论 上 研究 比较 深入 ; 二 是 通过 前 面 
的 定理 4.2.2 可 知 , 对 于 组 合 预测 权 系 数 无 非 负 约束 的 最 优 组 合 预测 模型 , 它 的 最 优 
解 有 明显 的 数学 表达 式 , 从 而 可 套 公式 计算 . 

然而 , 预测 误差 平方 和 作为 预测 精度 的 指标 存在 一 定 的 缺陷 . 这 主要 是 预测 误 
差 平方 和 受 异 常 点 数据 影响 较 大 . 也 就 是 说 , 在 数据 中 含有 异常 数据 , 这 使 得 预测 
误差 在 该 点 较 大 , 预测 误差 再 平方 后 就 会 使 该 点 预测 误差 就 更 大 了 , 即 预测 误差 平 
方 和 在 数据 异常 点 处 产生 预测 误差 “放大 ”效应 . 在 处 理 异 常 点 数据 时 , 若 赁 经 验 给 
了 予 别 除 , 则 可 能 造成 一 些 信息 的 损失 . 因为 异常 点 数据 在 某 些 方面 确实 包含 一 些 特 
殊 有 用 的 信息 . 考虑 了 上 述 预 测 误差 平方 和 的 缺陷 , 有 必要 引进 更 加 稳健 的 指标 来 
刻画 预测 精度 . 

所 谓 稳健 性 是 指 当 统 计数 据 发 生 较 小 的 变化 时 , 由 组 合 预 测 模型 计算 的 组 合 预 
测 权 系 数 也 发 生 较 小 的 变化 . 于 是 , 人 们 给 出 另外 一 个 非常 重要 的 指标 , 即 误差 绝 
对 值 和 . 它 的 稳健 性 比 预 测 误 差 平 方 和 要 好 得 多 . 

对 于 线性 组 合 预测 $4 = 121t 十 1222t 十 … 十 lmxYmzt, 设 et 为 组 合 预 测 在 第 t 时 
刻 的 预测 误差 , 则 有 


™m 
et = Tt — Ht = > lieit, 
i=1 


3 四 5 了 i > ; 
- 光 全 二 > , 2 - . i ， 了 * 
: - 过 a 。 四 
+: 2 和 于 四 - : : i : 
> Be - 2 了 人 下 人 
Ts ~ 
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其 中 eit = (zi 一 zit) 为 第 i 种 单项 预测 方法 在 第 t 时 刻 的 预测 误差 , 41,12,…… 


别 为 m 种 单项 预测 方法 的 加 权 系数 , 旦 满足 
1 十 2 十 … 十 加 =] /112 lm > 0. 
设 五 表示 组 合 预测 误差 绝对 值 和 , 则 有 


N N m 
F= > lel= > lieit 。 
t 一 1 t=1 |i=1 
可 得 以 预测 误差 绝对 值 和 为 准则 的 最 优 线性 组 合 预 测 模型 为 
N N m 
minF = 》， le:| = 》， lieit|， 
t=1 t=1 |i=1 


l,l2,: ,lm 之 0. 


| 2 = 


模型 (4.3.2) 可 化 为 如 下 线性 规划 问题 求 得 最 优 解 , 令 
人 人 ” 当 e: > 0 时 ， 


er = 一 
0， 当 e: < 0 时 ， “ -el， 当 er < 0 时 . 
则 有 
le| =et +er, e:=et—e;. 
于 是 模型 (4.3.2) 可 化 为 
N N 
minF = lel 一 >》 (et 十 er ) 
t 一 1 t=1 
le 一 et +er 二 0, 
诗 1 
s.t. yb =], 
i=1 


l,l2,. ,lm > 0. 


这 是 一 个 线性 规划 问题 , 可 以 用 有 现成 的 线性 规划 软件 , 如 Lingo 来 求解 . 


,lm 分 


(4.3.1) 


(4.3.2) 


(4.3.3) 


4.4 以 最 大 误差 绝对 值 达 到 最 小 的 线性 组 合 预测 模型 


误差 绝对 值 的 大 小 可 以 反映 预测 精度 的 好 坏 .最 大 误差 绝对 值 达到 最 小 的 准 
则 就 是 预测 者 根据 决策 者 的 要 求 , 尽量 使 N 个 时 刻 中 组 合 预 测 误差 绝对 值 的 最 大 


值 尽 可 能 地 小 作为 控制 预测 精度 的 标准 . 
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设 et 为 组 合 预测 在 第 t 时 刻 的 预测 误差 , 则 有 


m 
ee 一 2 一 和 =》 li€it, t= 1,2,.…,N, 
i=1 


其 中 et = (zi 一 zi) 为 第 ;种 单项 预测 方法 在 第 上 时刻 的 预测 误差 , 11,12,… ,lm 分 
别 为 m 种 单项 预测 方法 的 非 负 加 权 系 数 , 且 满 足 归 一 性 . 
设 Js 表示 组 合 预 测 误差 绝对 值 的 最 大 值 , 则 有 


Js = Be ler|. (4.4.1) 


因此 以 最 大 误差 绝对 值 达到 最 小 的 线性 组 合 预测 模型 可 表示 为 下 列 最 优化 问题 


min Js 一 min max le:|; 
ISSN 


1 ™m 
et 一 》， lieit, 
i=1 
m 
s.t,. Si =1, (4.4.2) 


模型 (4.4.2) 可 化 为 如 下 线性 规划 问题 求 得 最 优 解 , 令 


v= max [ez|. 
1&t&N 


所 以 lez| < v,t= 1,2,…,N, 则 有 
min Js = », 

mm 
dlea~v<0,t=1,2,..,N, 
i=1 

™m 


DS lien +v0,t= 1,2,..,N, 


i=1 
m 


j=1, 


i 二 ] 


1 ,ln > 0,0> 0. 


这 是 一 个 线性 规划 问题 , 有 现成 的 线性 规划 软件 来 求解 . 


(4.4.3) 


4.5 ”以 预测 误差 全 距 作为 目标 函数 的 组 合 预测 模型 


以 预测 误差 平方 和 达到 最 小 的 线性 组 合 预测 模型 , 要 计算 m 阶 误差 信息 甜 阵 
瑟 , 并 通过 求解 一 个 二 次 规划 模型 而 获得 最 优 组 合 预测 权 系 数 . 本 节 考 虑 以 组 合 预 


4.5 以 预测 误差 全 工 作为 目标 函数 的 组 合 预测 模型 .67 . 


测 误差 全 距 作为 目标 函数 的 组 合 预 测 模型 , 由 于 该 模型 为 线性 规划 模型 , 因而 可 以 
避免 一 些 优 化 组 合 模型 在 确定 组 合 预测 权 系 数 中 所 带 来 的 计算 上 的 困难 . 

全 距 反映 总 体 单位 中 最 大 样本 值 与 最 小 样本 值 之 差 , 它 和 方差 或 标准 差 一 样 ， 
也 反映 总 体 某 种 指标 离散 程度 . 预测 者 进行 组 合 预 测 时 , 要 想 提 高 预测 精度 , 可 采用 
组 合 预 测 误差 全 距 尽量 小 的 预测 方法 进行 组 合 预 测 , 吻 除 一 些 预 测 误差 全 距 较 大 预 
测 方法 , 从 而 使 组 合 预测 的 精度 比较 稳定 可 靠 . 下 面 提 出 组 合 预测 在 不 同时 刻 误差 
的 全 距 作 为 控制 组 合 预 测 精 度 的 一 个 优化 指标 , 以 极 小 化 全 距 作为 目标 函数 建立 组 
， 合 预测 模型 . 

假定 经 过 筛选 以 后 , 存在 m 种 比较 稳定 的 组 合 预测 方法 对 某 个 社会 经 济 现象 
的 某 个 指标 序列 进行 预测 . 设 该 指标 序列 为 {zt,t = 1,2,…,N}, 设 bt = 1x1 十 
l27T2i 十 … 十 lmzmt 为 zt 的 组 合 预 测 值 , 则 ei 为 在 第 t 时 刻 组 合 预测 的 预测 误差 ， 
则 有 


™ 
Et = 24 一 全 一 》 lieit. 
i=1 


显然 et 依赖 于 组 合 预 测 的 加 权 系 数 ll, 72， 机 lm, 把 CE1, CE2 °° ,EN 按 大 小 顺序 排列 
如 下 

€(1) < E02) SS EN). 
即 


eV) = Ba et) EW = iv es): (4.5.1) 


则 组 合 预测 的 预测 误差 全 距 忆 为 
R= en) — ey. 
以 组 合 预测 误差 全 距 作为 目标 函数 的 组 合 预 测 模 型 表示 如 下 模型 6 
min R= en) 一 ed 
elN) _ Yen > 0,t= 1,2,.…,N, 


?一 1 
st.4 liei— e020,t=1,2,...,N, (4.5.2) 
z=1 
Dh =1,h 20,i=1,2,..,m. 
Yi 一 工 
我 们 还 可 以 建立 全 距 作 为 控制 组 合 预测 精度 的 组 合 预测 模型 . 若 预测 者 根据 问 
题 的 性 质 , 可 确定 一 个 最 大 允许 的 组 合 误差 全 距 Ro, 在 Ro 的 范围 内 使 平均 绝对 误 
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差 达到 最 小 , 则 有 如 下 线性 规划 模型 


min 》 Lié, 
2=1 
Ee(N)— e0) < Ro, 
ce(N) 一 》 jiett > 0,t= 1,2,..……,N, 


i=1 
4.5.3 
Yliei 一 ea 2 0,t= 1,2,. ,NN, ( ) 


读 1 


0 
i=1 


其 中 吾 = Dl a 表示 第 i 种 单项 预测 方法 的 平均 绝对 误差 i = 1,2, 


模型 (45, 2)、 (4.5.3) 的 特点 为 : 
(1) 以 预测 误差 平方 和 为 目标 函数 的 组 合 预 测 模型 , 要 计算 m 阶 误差 信息 矩阵 
,其 中 


N N N 
2 

> CE1t 》 CltE2t 1 》 C1tCrnt 
t 一 1 t 一 1 t 一 1 
N N N 

2 

> eatelt > ,e214 机 > €E2tEmt 

t=1 t=1 


E= t=~1 


N N N 
》 > 2 
Emtelt 》 EmtE2t 3 Cmt 
t=1 t 一 1 t 一 


当然 至 的 运算 量 比较 大 . 而 模型 (4.5.2)、(4.5.3) 不 含 m 阶 误差 信息 矩阵 瓦 , 模型 
(4.5.3) 也 只 需要 计算 &. 

(2) 它们 为 线性 规划 模型 , 只 要 引进 松弛 变量 和 人 工 变量 就 可 以 用 大 M 法 来 求 
解 , 有 现成 的 线性 规划 软件 来 求解 . 而 以 预测 误差 平方 和 为 目标 函数 的 组 合 预测 模 
型 为 非 线性 规划 模型 , 其 运算 量 要 大 于 线性 规划 模型 

(3) 事实 上 , 预测 误差 {es,t = 1 2 Vi 一 二 2 72} 可 视 为 随机 变 基 序列 ， 
这 是 由 于 指标 序列 的 观测 值 具 有 随机 性 . 当 预 测 误差 序列 {eis,t = 1,2,:…,N,i = 
1,2,…,m} 服从 多 元 正 态 分 布 时 , 组 合 预测 模型 的 预测 误差 全 距 和 标准 差 的 数学 期 
望 之 比 为 常数 , 这 个 常数 与 样本 量 有 关 [9. 因此 , 以 预测 误差 平方 和 为 目标 函数 的 
组 合 预 测 模型 和 以 组 合 预测 误差 全 距 作 为 目标 函数 的 组 合 预测 模型 的 解 近似 相等 . 

从 统计 学 的 角度 可 以 考虑 利用 全 距 来 衡量 组 合 预 测 误差 的 变动 程度 , 建立 固定 
权 系 数 的 组 合 预测 模型 . 在 大 样本 情况 下 , 由 于 误差 全 距 与 标准 差 之 比 为 常数 , 所 以 


mxm 
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此 类 组 合 预 测 模型 和 误差 平方 和 为 目标 函数 组 合 预测 模型 具有 同等 的 预测 有 效 人 性 ， 
但 计算 较 简单 、 实 用 . 所 以 以 组 合 预测 误差 全 距 作 为 目标 函数 的 组 合 预测 模型 具有 
一 定 的 推广 应 用 价值 . 


4.6 非 负 可 变 加 权 系 数 的 组 合 预测 模型 
4.6.1 非 负 变 权 组 合 预测 模型 建立 的 必要 性 


目前 研究 较 多 的 组 合 预测 模型 的 加 权 系 数 是 不 变 的 . 事实 上 , 这 样 的 权 系 数 假 
定 为 常数 , 组 合 预测 模型 可 能 不 能 很 好 地 反映 预测 方法 的 有 效 性 , 这 将 会 使 组 合 预 
测 精度 降低 . 产生 权 系 数 变 化 原因 有 很 多 , 主要 有 三 个 ; 

一 是 我 国 目前 的 经 济 体制 改革 正 处 于 转轨 时 期 , 即 从 过 去 的 有 计划 的 商品 经 济 
向 社会 主义 市 场 经 济 转 变 , 经 济 系统 的 各 要 素 的 关系 发 生 显著 变化 . 然而 , 这 种 定 
结构 的 组 合 预测 模型 在 国民 经 济 结构 改变 的 条 件 下 使 用 可 能 带 来 较 大 的 预测 误差 . 

二 是 不 同 的 预测 方法 特点 不 同 , 每 种 预测 方法 表现 出 “时 好 时 坏 性 ", 反映 在 权 
重 上 表现 为 “时 大 时 小 "eal. 

三 是 不 同 的 预测 者 对 事物 的 客观 规律 的 认识 有 差异 , 某 种 预测 方法 可 能 随时 间 
的 推移 越 来 越 优 于 其 他 单项 预测 方法 , 从 而 导致 组 合 预测 权 系数 的 变化 . 

因此 , 建立 非 负 变 权 组 合 预测 模型 具有 一 定 的 现实 意义 , 从 而 可 以 进一步 提高 
组 合 预测 精度 . 

文献 20] 建立 可 变 权 系数 的 组 合 预测 模型 . 设 有 某 种 社会 经 济 现象 的 某 个 指标 
的 时 间 序 列 , 存在 m 种 单项 预测 模型 f1, 户 ,…, f 对 其 进行 预测 , 它们 组 成 的 组 合 
预测 模型 可 以 表示 为 

fot = 》 gi(t)fi, 
i=1 

其 中 fcs 为 第 t 时 刻 的 组 合 预测 值 ， 户 为 第 i 种 单项 预测 模型 在 第 t 时 刻 的 预 
测 值 ，gi( 为 第 i 种 单项 预测 模型 在 第 t 时 刻 的 可 变 加 权 系数 ，i = 1,2,…,m， 
t= 1,2,.…,NN, 且 假 定 gi(t) 为 + 的 连续 函数 , 因此 它 可 以 用 适当 的 n 次 多 项 式 来 于 
近 , 即 


gi(t) 二 》 gint, i 二 42, m. 
k=0 
文献 [20] 中 考虑 了 可 变 加 权 系 数 满足 如 下 约束 


nn 
Dj gd) =1, t=1,2,..,N. 
k=0 
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但 是 文献 [20] 中 没有 考虑 了 可 变 加 权 系 数 的 非 负 性 . 因为 加 权 系 数 为 负 值 , 其 经 济 
含义 不 够 明确 . 于是, 本 节 提 出 非 负 可 变 加 权 系 数 的 组 合 预测 模型 , 并 利用 数学 规 
划 给 出 了 可 变 加 权 系 数 的 计算 . 

4.6.2 最 优 的 非 负 可 变 加 权 系数 的 组 合 预 测 模型 的 建立 

预测 方法 对 其 进行 预测 , 设 zz 为 第 i 种 单项 预测 模型 在 第 t 时 刻 的 拟 合 值 , i = 
1,2,.……,m;t=1,2,.…,N. 令 


Zr 一 》， lasTit, (4.6.1) 
i=1 


其 中 2 第 tt 时 刻 的 组 合 预测 什 , i 为 第 i 种 单项 预测 方法 在 第 t 时 刻 的 加 权 系数 ， 


且 lit 满足 
m 
Dl = 1,+= 1 2 ANV， 
多 1 (4.6.2) 
lit 之 0,1== 1,2,.……,m,t= 1,2,.……,N. 


设 ei 为 组 合 预 测 在 第 t 时刻 的 预测 误差 , 则 有 


et = Zt 一 个 = leis 
i=] 
其 中 ez = (zi 一 zit) 为 第 i 种 单项 预测 方法 在 第 t 时 刻 的 预测 误差 . 
设 J 表示 非 负 可 变 加 权 系 数 的 组 合 预 测 的 预测 误差 平方 和 , 则 有 


™m 232 


N N 

J = 》、 e2 一 》、 >》, 》， litljteitejt: (4.6.3) 
t=1 t=1 i=l1 j=1 

因此 , 以 预测 误差 平方 和 为 准则 的 非 负 可 变 加 权 系 数 的 组 合 预测 模型 为 下 列 最 优化 

问题 


Nm m 


minJ = 》、 》, 》、 litljteitejt, 


t=1 i=1 j=1 


>》 有 一 1,t+= 1,2,...,N, 
St ] 1 (4.6.4) 
大 关 0 一 12 pt 一 12.,N. 


记 


L: 一 (lit, Ll2t, ”9 lm) 3 E: 一 (elb C2t) emt) 。 


4.6 非 负 可 变 加 权 系 数 的 组 合 预测 模型 .7 了 1 . 
则 
es= LiE, e2 一 LEBEiL:, 
其 中 BBY 表示 m 种 单项 预测 模型 在 第 t 时 刻 预 测 误差 的 协 方差 矩阵 . 
再 令 
~ T 
L= (LT, 53,.…, 5h) 》 


Ei1ET 
五 2 五 了 


EnER 
显然 , 工 表示 非 负 可 变 加 权 系 数 向 量 , EB 为 准 对 角 和 矩阵 , 表示 m 种 单项 预测 模型 在 
不 同时 刻 预测 误差 的 协 方差 矩阵 . 所 以 组 合 预测 的 预测 误差 平方 和 J 表示 为 
J= 万 工厂 也. 


令 R= (1,1,.…,1)ixm,0 一 (0, 0,:… ,0)i1xm, 即 是 由 元 素 1 组 成 的 M0 维 行 
向 量 , 0 是 由 元 素 0 组 成 的 m 维 行 向 量 , 设 Ri 是 一 个 mN 维 行 向 量 , 其 分 块 形式 
如 下 


Ri = (0, 0,.…, R 0)1xmN: 
| 
位 于 第 t 块 
出 约束 条 件 可 以 表示 为 


RIL=1, t=1,2,...,N, 
L>0. 


因此 , 以 预测 误差 平方 和 为 准则 的 非 负 可 变 加 权 系 数 的 组 合 预测 模型 可 表示 成 矩阵 
形式 
minvy = LTEL, 
工 一 一 os 
Ss.t. { 证 (4.6.5) 


L>0. 


这 是 一 个 二 次 规划 问题 . 由 二 次 规划 理论 知 , 此 二 次 规划 实际 上 为 一 个 凸 规划 . 
因此 Kuhn-Tucker 条 件 既 是 凸 规划 最 优点 存在 的 必要 条 件 , 也 是 凸 规划 最 优点 存在 
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的 充分 条 件 . 模型 (4.6.5) 的 Kuhn-Tucker 条 件 可 表示 为 


N 
2EL -> 和 ARI-U=0, 


t=1 
RIL=1,t=1,2,...,N, 
UT™L=0, 
L>0,U>0, 
其 中 U= (W113, W217; Urmly U12) U22) Wma UIN, UNy ,UmN) 是 与 非 负 可 


变 组 合 预 测 权 系 数 向 量 工 所 对 应 的 Kuhn-Tucker 乘 子 . wit 和 Ws 不 能 同时 为 基 变 
量 , Xt 是 与 第 t 个 约束 条 件 REL = 1 所 对 应 的 Lagrange 乘 子 . 

由 于 和 无 非 负 约束 , 可 令 和 = A 和 it 一 和 2, t= 1,2,…,NN, 其 中 入 ,Xt > 0. 因 
此 可 构造 如 下 辅助 线性 规划 模型 


N 
minJ = 》 vt, 
t=1 


N 
2EL—Y (1:— XR-U=0, 
st.$4 RIL+v=1, t=1,2,...,N, (4.6.6) 


M1t, Nt 之 0, 一 1 2，…，V， 
解 此 线性 规划 模型 即 可 获得 非 负 可 变 组 合 预 测 权 系 数 向 量 . 
4.6.3 以 误差 绝对 值 之 和 达到 最 小 的 非 负 可 变 加 权 系 数 的 组 合 预测 模型 
设 @ 表示 非 负 可 变 加 权 系 数 的 组 合 预 测 的 误差 绝对 值 之 和 , 则 有 
N N m mm 
Q= lel= > |z— lsrit lest 
t=1 t=1 ?一 1 z 一 1 
可 得 以 预测 误差 绝对 值 和 为 准则 的 线性 组 合 预测 模型 
N m 
minQ = p> >》, liteit 


t=1 |i=1 


m 

Dj = 1,t= 1,2,...,N, 

st. 9 全 (4.6.8) 
ls > 0,6= 1,2,. ,mt= 1,2,...,N. 


N 


- 光 


t=1 


. (4.6.7) 


» 


必 


us = (les| + es)/2, vs = (les| 一 et)/2， 
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则 有 
les|=utv, er=u—v, Uv=0 uv>0 t=1,2,.…,N. 
模型 (4.6.8) 可 化 为 如 下 线性 规划 问题 求 得 最 优 解 , 于 是 有 
N 
min @ 一 >》 (ur 十 Vt) 
t=1 
》 jaxei — ut + ve =0,t= 1,2,..,N, 


i=1 


mm 
Ss = 1,t=1,2,...,N, (4.6.9) 
i=1 


ut 之 0,vt 之 0,lit 0,7=1,2,.…,m,t= 1,2,.…,N. 

这 是 一 个 线性 规划 问题 , 有 现成 的 线性 规划 软件 来 求解 . 
4.6.4 以 全 距 达到 最 小 的 非 负 可 变 加 权 系 数 的 组 合 预测 模型 

设 es =2zt 一 全 二 Sle 为 组 合 预 测 在 第 t 时 刻 的 预测 误差 ， 把 €1,€2,°°°,EN 

i=1 

按 大 小 顺序 排列 如 下 : ea < ecz) < … < et 其 中 ecw) = Ra (0 £0) = 
,min, et, 则 组 合 预测 的 预测 误差 全 了 距 R= elw) - et0, 所 以 以 全 距 达 到 最 小 的 非 
负 可 变 加 权 系 数 的 组 合 预测 模型 为 


min E(N) 一 eE(1)， 


e(N) 一 》 liteit > 0,t= 1,2,..…,N, 


?一 工 


liteit 一 e( > 0,t= 1,2,.……,N, 


i=1 
m 


(4.6.10) 
>》 1 一 1,t= 1,2,..…,N, 
lit 之 0,7= 1,2,.…,m,t= 1,2,..……,N. 


这 是 一 个 线性 规划 问题 , 有 现成 的 线性 规划 软件 来 求解 
4.7 基于 预测 误差 指数 的 最 优 组 合 预 测 模 型 的 实例 分 析 


4.7.1 组 合 预测 效果 评价 的 指标 体系 


预测 的 精确 性 就 是 预测 的 准确 度 , 它 与 预测 的 误差 密切 相关 . 为 了 反映 组 合 预 
测 效果 的 好 坏 , 本 节 采 用 以 下 几 种 形式 的 常用 的 误差 指标 度量 组 合 预 测 的 准确 度 . 
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(1) 预测 误差 平方 和 (SSE) 


N 
SSE = 》 (zt ~ £4)?. (4.7.1) 
t=1 
(2) 均 方 误差 (MSE) 
1 N 
MSE = 方 2 (zz 一 条)2. (4.7.2) 
(3) 平均 绝对 误差 (MAE) 
1 。 
MABE = 六 2 zz — |. (4.7.3) 
(4) 平均 绝对 百分比 误差 (MAPE) 
1 六 Li 一 分 
MAPBP = 方 >- | (4.7.4) 
(5) 均 方 百分比 误差 (MSPE) 
1 N 
MSPE = 方 [x 一 个 )/zi2. (4.7.5) 


4.7.2 实例 分 析 


本 节 以 文献 [59] 预测 实例 说 明 本 章 几 种 最 优 组 合 预 测 方法 的 应 用 . 已 知 用 最 小 
二 乘法 和 三 次 指数 平滑 法 对 农村 居民 储蓄 存款 余额 进行 了 预测 . 其 实际 观测 值 zx; 
和 两 种 不 同方 法 的 预测 值 ztt, zz: 如 表 3.4.1 所 示 . 
运用 本 章 的 几 种 最 优 组 合 预测 模型 对 此 问题 进行 组 合 预测 , 它们 分 别 是 以 预测 
误差 平方 和 达到 最 小 的 线性 组 合 预 测 模型 (4.2.9), 以 绝对 误差 和 达到 最 小 的 线性 组 
合 预测 模型 (4.3.2), 以 最 大 误差 绝对 值 达到 最 小 的 线性 组 合 预 测 模型 (4.4.2), 以 组 
合 预 测 误差 全 距 作为 目标 函数 的 组 合 预测 模型 (4.5.2). 利用 Matlab 中 最 优化 工具 
箱 对 几 种 最 优 组 合 预测 模型 进行 计算 得 到 相应 的 最 优 组 合 加 权 向 量 L* = (3, 菩 )7， 
结果 如 表 4.7.1 所 示 . 为 检验 组 合 预测 效果 的 好 坏 , 表 4.7.1 还 同时 给 出 了 上 述 五 种 
组 合 预测 误差 的 精度 分 析 . 
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表 4.7.1 ” 几 种 最 优 组 合 预测 模型 权 系数 和 五 种 组 合 预测 误差 指标 


误差 预测 指标 方法 最 优 权 系 数 SSE MSE MAE MAPE MSPE 
单项 预 济 方 法 (1) 401.56 1.67 4.88 . 0.1959 0.0731 
单项 预测 方法 (2) 245.58 1.30 4.59 0.0998 0.0334 
组 合 预 测 模 型 式 1*=0.4121 94.89 0.81 2.34 0.0791 0.0283 
(4.2.9) 上 =0.5879 

组 合 预 测 模型 式 =0.3869 95.45 0.81 2.30 . 0.0760 0.0272 
(4.3.2) 太一 0.6131 

组 合 预测 模型 式 =0.3407 99.41 0.83 2.39 0.0756 0.0255 
(4.4.2) 态 =0.6593 

组 合 预测 模型 式 他 一 0.3672 96.68 0.82 2.3 0.0754 0.0264 
(4.5.2) 上 =0.6328 


从 表 4.7.1 可 以 看 出 : 对 于 单项 预测 方法 (1)、(2) 来 说 , 其 五 种 预测 误差 指标 
SSE、MSE、MAE、MAPE、MSPE 均 显 著 地 大 于 几 种 最 优 组 合 预测 方法 相应 的 误 
差 指标 , 这 表明 最 优 组 合 预测 方法 是 优 于 单项 预测 方法 的 . 另外 , 对 于 最 优 组 合 预 
测 方法 来 说 , 组 合 预测 模型 (4.2.9)、(4.3.2) 组 合 预测 效果 好 , 其 次 是 组 合 预测 模型 
(4.4.2)、(4.5.2). 


第 5 章 基于 预 则 有 效 度 的 最 优 组 合 
预测 的 有 效 性 理论 


目前 , 线性 组 合 预 测 模型 的 研究 多 是 以 误差 的 平方 和 达到 最 小 为 准则 而 建立 起 
来 的 . 对 于 这 类 组 合 预测 方法 , 其 理论 研究 比较 深入 05,66~69, 应 用 研究 也 最 为 广泛 . 
然而 , 基于 预测 有 效 度 的 组 合 预 测 模型 目前 在 文献 中 研究 较 少 . 本 章 首 先 给 出 预测 
有 效 度 概 念 的 一 般 表达 形式 , 其 次 针对 基于 一 阶 或 二 阶 预 测 有 效 度 的 组 合 预测 模型 
提出 了 若干 概念 , 并 对 其 基本 问题 进行 了 研究 , 主要 回答 了 如 下 几 个 基本 问题 : 

第 一 个 基本 问题 是 有 关 优 性 组 合 预 测 的 存在 性 , 即 基于 一 阶 或 二 阶 预 测 有 效 度 
的 非 负 权重 最 优 组 合 预测 方法 的 预测 有 效 度 是 否 一 定 大 于 各 个 单项 预测 方法 预测 
有 效 度 中 的 最 大 者 ? 

第 二 个 基本 问题 是 有 关 宛 余 预 测 方法 的 存在 性 , 即 当 参 加 组 合 的 预测 方法 增多 
时 , 基于 一 阶 或 二 阶 预 测 有 效 度 的 非 负 权重 最 优 组 合 预测 方法 的 预测 有 效 度 是 否 一 
定 增 大 ? 

第 三 个 基本 问题 是 元 余 预 测 方 法 的 判定 , 即 给 出 基于 预测 有 效 度 的 非 负 权重 最 
优 组 合 预 测 元 余 方 法 的 判定 . 


5.1 预测 有 效 度 的 一 般 数学 表达 形式 


目前 , 普通 组 合 预 测 模 型 大 多 以 误差 的 平方 和 或 误差 绝对 值 之 和 达到 最 小 的 准 
则 建立 起 来 的 . 事实 上 , 这 样 的 准则 和 假定 不 能 很 好 地 反映 预测 方法 的 有 效 性 . 原因 
是 不 同 指标 序列 有 不 同 量 纲 , 所 以 误差 的 平方 和 或 误差 绝对 值 之 和 也 不 具有 相同 量 
纲 , 不 能 直接 对 比 . 即使 同类 指标 序列 , 量 纲 相同 , 由 于 同期 指标 数值 不 同 , 等 量 的 误 
差 的 平方 和 或 误差 绝对 值 之 和 也 不 能 代表 预测 方法 同等 有 效 . 

预测 方法 的 有 效 性 除了 用 预测 误差 的 平方 和 衡量 以 外 , 还 可 以 用 预测 精度 的 均 
值 及 反映 其 离散 程度 的 均 方差 描述 , 但 是 在 某 些 特定 的 情况 下 , 人 们 要 进一步 要 考 
虑 预测 精度 分 布 的 偏 度 和 峰 度 问 题 . 为 此 , 文献 [70] 对 预测 方法 的 有 效 性 指标 作 了 
初探 , 它 是 以 大 阶 预 测 相对 误差 的 无 效 度 元 为 基础 , 定义 了 一 般 形式 的 预测 有 效 度 . 
鉴于 时 间 序 列 的 离散 性 , 本 节 将 给 出 预测 有 效 度 等 价 的 一 般 离散 形式 . 

设 某 社会 经 济 现象 的 指标 序列 的 观察 值 为 {fztt = 1,2,……N} 设 有 m 个 单项 
预测 方法 对 其 进行 预测 , zi 为 第 ; 种 预测 方法 第 上 时 刻 的 预测 值 ,; = 1,2,…,m,t = 


5.1 预测 有 效 度 的 一 般 数学 表达 形式 .77 . 


1,2, “" LV. 则 有 如 下 几 个 概念 . 


定义 5.1.1 令 
一 1， 当 (z 一 Tit) /Tt < 一 1 时 ， 
ett = (Tt— Tit)/Tt -1 (vo— Ti)/re 入 1 时 ， 
1, 当 (zx 一 Zit)/Z > 1 时 . 


称 矩 阵 巨 = (ett)mxw 为 组 合 预测 模型 的 相对 误差 矩阵 . 

显然 , 0 < |ei| < 1, 矩阵 巨 的 第 i 行为 第 i 种 预测 方法 在 各 个 t 时 刻 的 预测 相 
对 误差 序列 , 的 第 t 列 为 各 种 预测 方法 在 第 t 时 刻 的 预测 相对 误差 序列 . 

定义 5.1.2 称 hi = 1 一 |ei| 为 第 i 种 预测 方法 在 第 t 时 刻 的 预测 精度 ， 
4 一 1,2,.….,m,t 一 1,2,...,N. 显然 ， 0 < Ait < 1, 当 |(z — Zit) /Tz| >1 时 ， 则 其 对 
应 的 预测 精度 Ai:=0. 这 表明 第 i 种 预测 方法 在 第 t 时 刻 的 预测 为 无 效 预 测 . 

定义 5.1.2 表明 ， 由 于 各 种 因素 的 影响 ， Cit 具有 随机 性 ， 从 而 {Ai,1 一 1, 2， ,mm, 


N 
定义 5.1.3” 称 my = 》 QA% 为 第 i 种 预测 方法 k 阶 的 预测 有 效 度 元 ,为 
t 一 1 


正 整数 = 1,2,…,m, 其 中 {Q4t = 1,2,…, 入} 为 m 种 预测 方法 在 第 t 时 刻 的 离 
散 概 率 分 布 ， > Q: = 1, :>0. 
t=l1 

特别 地 , 若 对 m 种 单项 预测 方法 的 预测 精度 的 离散 概率 分 布 先 验 信息 不 确 知 
时 , 可 取 Q; = 1/N,t 一 1,2,…, NN. 事实 上 , 第 i 种 预测 方法 的 预测 有 效 度 元 mk 为 
第 i 种 预测 方法 预测 精度 序列 {4i,t = 1,2,…, 和 N} 的 上 阶 原点 矩 . 

定义 5.1.4 mt 为 第 i 种 预测 方法 阶 的 预测 有 效 度 元 , i 一 1,2,…,m, 为 
某 一 元 连续 函数 , 则 称 甩 (m},m?,… ,mt) 为 第 i 种 预测 方法 阶 预 测 有 效 度 

特别 地 , 引进 一 阶 和 二 阶 预 测 有 效 度 的 概念 

定义 5.1.5 ” 当 五 (z) = x 为 一 元 连续 函数 时 , 则 HH(ml) = ml 为 第 i 种 
预测 方法 一 阶 预测 有 效 度 ; 当 及 (zy) = z (1- Vg 二 殉 ) 为 二 元 连续 函数 时 , 则 
有 (ml,m?) =mil (1 一 Vm 一 (9 站) 为 第 i 种 预测 方法 二 阶 预 测 有 效 度 

定义 5.1.5 表明 一 阶 预 测 有 效 庆 就 是 预测 精度 序列 的 数学 期 望 . 二 阶 预测 有 效 
度 就 是 预测 精度 序列 的 数学 期 望 滋 以 1 与 其 标准 差 的 差 . 这 正 是 文献 [71] 提出 的 
组 合 预测 方法 有 效 度 的 概念 . 可 见 , 定义 5.1.4 对 预测 有 效 度 的 概念 作 了 推广 
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5.2 ”基于 一 阶 预 测 有 效 度 的 组 合 预测 模型 


本 节 给 出 了 预测 方法 有 效 度 的 概念 , 在 此 基础 上 建立 了 基于 预测 方法 有 效 度 准 
则 的 改进 组 合 预 测 模型 , 并 给 出 了 其 线性 规划 的 解法 . 
5.2.1 预测 有 效 度 的 概念 和 分 类 


国内 外 对 预测 方法 的 有 效 性 都 进行 过 一 定 的 分 析 . 预测 方法 的 有 效 性 应 是 平 
均 的 、 全面 的 或 典型 的 精确 性 , 所 以 预测 方法 的 有 效 性 可 以 用 全 面 的 、 平 均 的 精度 
来 表达 . 也 就 是 说 , 某 预 测 方法 在 某 个 时 期 有 较 高 的 预测 精度 , 该 预测 方法 不 一 定 
有 高 的 预测 有 效 度 . 只 有 在 所 有 时 期 都 有 高 的 预测 精度 时 , 该 预测 方法 才能 有 高 的 
预测 有 效 度 . 而 平均 的 、 全 面 的 精度 可 用 预测 精度 的 均值 及 反映 其 离散 程度 的 均 方 
差 描述 , 本 节 暂 不 考虑 均 方 差 的 影响 . 显然 , 在 预测 区 间 内 预测 精度 的 均值 越 大 , 预 
测 方 法 的 有 效 度 越 高 . 

”” 设 某 种 社会 经 济 现象 的 某 个 指标 的 时 间 序 列 为 {zt,t = 1,2,…, N,N 十 1,…， 
NN 二 外}, 其 中 样本 区 间 为 [1, N], 预测 区 间 为 [N 十 1,N 十 Tl. 设 有 m 种 方法 对 其 进 
行 预测 . 设 zi 表示 第 i 种 预测 方法 第 t 期 拟 合 值 , t = 1,2,…, NN,i = 1,2,…,m, 第 
i 种 预测 方法 第 t 期 拟 合 相对 误差 ex 见 定义 5.1.1, 从 统计 规律 看 第 i 种 预测 方法 
第 t 期 拟 合 相对 误差 et 具有 随机 变量 的 性 质 . 令 
A | 1 一 |ei|， 当 0 < |eit| < 1， 
人 0， 当 |eit| 之 1， 


然 预测 精度 Ait 具有 随机 变量 的 性 质 . 


定义 5.2.1[] 称 mic= 》 Qis4i 为 样本 区 间 为 [1,N] 上 第 i 种 预测 方法 拟 


合 有 效 度 , 其 中 Qis 表示 第 i 种 预测 方法 在 样本 区 间 上 第 + 时 刻 预 测 精 度 his 的 离 
散 概率 分 布 (或 称 权重 系数 ), 旦 满足 


N 
》 Qu =1 Qi>0 t=1,2,.…,N. 
t=1 


N+T . 
定义 5.2.2 称 mif = 》，Qihit 为 预测 区 间 LV + 1 N +T] 上 第 i 种 预测 
t=N+1 
方法 预测 有 效 度 , 其 中 Qi 表示 第 i 种 预测 方法 在 预测 区 间 第 t 时 刻 预 测 精 度 4z 
的 离散 概率 分 布 , 且 满 足 
N+T 
> Qit = 1, Wit > 0， t=N+1l,N+2,.……,N+T. 
t=N+1 


5.2 ”基于 一 阶 预测 有 效 度 的 组 合 预测 模型 “79. 


定义 5.2.3 称 mi 二 amic 十 (1 一 Q)mif 为 整个 区 间 [LN + 了 上 第 i 种 预测 
方法 综合 预测 有 效 度 , 0 < a < 1, a 越 大 表示 越 重视 拟 合 有 效 度 , a 越 小 表示 越 重 
视 预 测 有 效 度 . 

在 上 述 三 个 定义 中 , mse 反映 了 预测 模型 对 样本 数据 的 拟 合 情 况 , miss 反映 了 
预测 模型 的 预测 结果 的 有 效 性 , mi 既 能 反映 预测 模型 对 样本 数据 的 拟 合 情 况 , 又 能 
反映 预测 模型 的 预测 情况 . 因而 是 反映 预测 方法 好 坏 的 综合 性 指标 . 下 面 分 别 给 出 
基于 不 同 预 测 有 效 度 的 组 合 预测 模型 . 

5.2.2 ”基于 预测 有 效 度 准 则 的 组 合 预 测 模型 [3 
1. 在 样本 区 闻 上 组 合 预测 模型 权 系 数 的 确定 
令 hi = 》 liza, 称 全 为 时 间 序列 第 上 时 刻 组 合 预测 值 , t = 1 2，……,N, 其 中 


一 工 
1 tm 分 别 为 m 种 单项 预测 方法 在 样本 区 间 上 的 加 权 系 数 , i = 1,2,…,m， 
时 刻 拟 合 精度 为 


Ar =1— |(zt— $i)/zt|=1— ,t=1,2,...,N. (5.2.1) 


mm 
> lieit 
i=]1 


N 
由 定义 5.2.1 知 , 组 合 预测 模型 第 t 时 刻 拟 合 有 效 度 为 ml = 》, Btht, 其 中 Qt 表 


t=1 
N 
示 hs 的 权 系数 , 日 》, Q: = 1, Q: > 0. 显然 , mi 越 大 表示 组 合 预测 方法 越 有 效 . 因 
t 一 工 
此 , 以 组 合 预测 模型 拟 合 有 效 度 为 准则 的 组 合 预测 模型 可 表示 成 如 下 最 优化 模型 


N 
max m1 一 》 Qi As, 
t=1 


772 . 
A: 一 工 一 Ylieit ,t= 1,2,.……,N, 
st m 多 1 (5.2.2) 
》 = 1 20,i= 1,2,.,m. 


?一 工 


令 
Cc Le, et m1 et 当 e: > 0， __ J -st 当 e < 0, 
Et 二 ie 让 Et 一 、 Et 一 、 
iT 0， 当 et < 0， 0， er 0. 


则 有 


二 E+ 一 一 = 十 一 十 -一 
let| = 8&2 +éE:， Et=E: Et:, Er Et = 0. 
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N 
注意 到 》 8: = 1, 则 式 (5.2.2) 等 价 如 下 模型 


t=1 
N 
min z1 一 >》 Qi(et + ei) 
t=1 


™m 
Dlex—et +er = 0,t= 1,2,...,N, 
s.t. $4 读 ! 


元 (5.2.3) 
Y= l,l20,i=1,2,..,m 
记 1 

模型 (5.2.3) 是 一 个 线性 规划 问题 , 可 用 大 M 法 求解 组 合 预测 模型 最 优 加 权 系 


2. 在 预测 区 间 上 组 合 预 测 模 型 权 系 数 的 确定 


由 定义 5.2.2 知 , 组 合 预 测 模型 在 预测 区 间 上 预测 有 效 度 为 


N+T 
m= 》 QiAs, 
t=N+1 
N+T 
其 中 @ 表示 4 的 已 知 离散 概率 分 布 , 且 》， Q: = 1, Q: > 0. 
t=N+1 
以 预测 有 效 度 m2 作为 目标 函数 的 组 合 预 测 模 型 可 表示 成 如 下 最 优化 模型 
N+T 
maxm2= 》, QAhs, 
t=N+1 
Ai=1—|D lienl,t=N+1,.…, N+T, 
Sst. i=l (5.2.4) 
D6=1,h20,i=1,2,..,m 
i=1 


令 


ua Et er 之 0， 一 Et) es < 0， 
十 
Et 一 Yliei, Et 二 、 . Er 一 、 
z=1 0, es < 0， 0， er 之 0， 


t=N+l,...,N+T. 
则 有 


let|=et +er, et=éet —er, éler =0. 


5.2 ”基于 一 阶 预测 有 效 度 的 组 合 预测 模型 .81 . 


N+T 
注意 到 》，Q: = 1, 则 式 (5.2.4) 等 价 如 下 模型 


t=N+1 


+ 
min z2 = 》、 Qi(et 十 cy ), 


t=N+1 


2 
Oles—et +er =0, t=N+l,.…,N+D, 


s.t.$4 寺 ! (5.2.5) 


式 (5.2.5) 是 一 个 线性 规划 模型 问题 , 可 用 现成 的 线性 规划 软件 求解 组 合 预测 模型 
最 优 加 权 系 数 . 


3， 在 总 区 间 上 组 合 预 测 模型 权 系 数 的 确定 
由 定义 5.2.3 知 , 在 总 区 间 上 组 合 预测 模型 的 综合 预测 有 效 度 为 


N 十 人 
ms 一 QM1 十 (1 一 am2 一 a》 ,QAtt(l 一 &) 》， QA:, 
t=1 t=N+1 
N 二 
其 中 Qs 表示 A 的 已 知 离散 概率 分 布 ， 且 >》 .Q@， 一 1, 》， QQ: 一 ]， Qt > 0. 
t=1 t=N+1 
以 综合 预测 有 效 度 ms 作为 目标 函数 的 组 合 预测 模型 可 表示 成 如 下 模型 
N+T 
max m3 = ay》 QAtt(l —a) 》， Qt As, 
t=1 t=N+1 
A: 二 1 一 Sen ,t= 1,2,.…, N,N+ 1,.…,N+ 7 
St.h nm i=1 (5.2.6) 


Dh=1,l 20,i= 1,2,..,m. 


“一 工 


少 


et, et > 0, 


m 
十 
Et 一 lieit, Et 二 、 
* 2 0， er < 0, 


一 SS 之 
一 Et 当 e; & 0， t=1,2,..,N,N+1,.-..,N+T. 
0， er > 0， 
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则 式 (5.2.6) 等 价 如 下 模型 
N N+T 
minzss = ,Qet +er)+(1 -a) > Qilet +er), 
t=1 t=N+1 


Oliex—et +er =0,t= D2 NN+1,f, N+T, 

s.t. 4 寺 ! (5.2.7) 
Dh = Lh20,i=1,2,..,m. 
i=1 

基于 预测 方法 有 效 度 准则 的 组 合 预测 模型 的 特点 : 

(1) 改进 组 合 预 测 模型 的 目标 函数 是 线性 的 , 可 用 线性 规划 方法 来 求解 . 而 以 
误差 的 平方 和 达到 最 小 的 为 准则 建立 起 来 的 组 合 预测 模型 , 只 能 用 二 次 规划 方法 来 
求解 . 显然 , 二 次 规划 求解 运算 量 较 大 , 从 而 具有 运算 简便 的 特点 . 

(2) 从 改进 组 合 预测 模型 的 等 价 模型 的 目标 函数 上 看 , 其 目标 函数 为 组 合 预测 
相对 误差 的 绝对 值 之 和 的 加 权 平 均 , 因此 , 基于 预测 方法 有 效 度 准则 的 改进 组 合 预 
测 模型 消除 了 目标 函数 的 量 纲 , 从 而 使 不 同时 间 序 列 组 合 预 测 模型 有 效 性 具有 可 
比 性 . 

本 节 分 别 在 样本 区 间 、 预 测 区 间 及 总 区 间 上 以 不 同 的 有 效 度 指 标 为 准则 , 建立 
改进 组 合 预测 模型 , 从 而 区 分 拟 合 、 估 计 、 预 测 的 概念 . 


5.3 ”基于 一 阶 预测 有 效 度 的 非 劣 性 组 合 预测 
和 优 性 组 合 预测 存在 的 条 件 


组 合 预测 模型 根据 建立 的 某 个 准则 的 优 劣 程度 , 可 以 分 为 非 劣 性 组 合 预测 、 优 
性 组 合 预测 .文献 [18] 针对 无 非 负 约束 的 以 误差 平方 和 达到 最 小 的 最 优 组 合 预 测 
模型 , 提出 了 非 劣 性 组 合 预 测 、 优 性 组 合 预测 的 概念 . 文献 [70, 71] 提出 了 组 合 预测 
方法 有 效 度 的 概念 , 该 指标 以 预测 精度 来 反映 预测 方法 的 有 效 性 , 具有 一 定 的 合理 
性 . 为 此 , 文献 [72] 提出 了 基于 预测 有 效 度 的 组 合 预 测 模 型 , 并 给 出 了 其 线性 规划 的 
解法 . 由 于 在 该 模型 中 不 存在 组 合 预 测 绝对 误差 信息 矩阵 , 所 以 文献 [18] 提出 的 非 
劣 性 组 合 预 测 、 优 性 组 合 预 测 的 概念 不 再 适用 , 有 必要 修改 这 三 个 概念 . 本 节 在 文 
献 [72] 的 基础 上 提出 了 优 性 组 合 预测 、 预 测 方法 优 超 等 概念 . 


5.3.1 基于 一 阶 预测 有 效 度 的 组 合 预 测 模型 的 几 个 概念 1 
设 你 = 77 十 12z2t 十 十 lmzZmt 为 zt 的 组 合 预 测 值 , 1,12,…, im 为 各 种 预 
测 方 法 的 加 权 系 数 , 是 满足 》 4 = 1, 4 > 0,1= 1,2,…,m. 


i=1 


5.3 ”基于 一 阶 预测 有 效 度 的 非 劣 性 组 合 预测 和 优 性 组 合 预测 存在 的 条 件 83. 


设 4 为 第 上 时 刻 的 组 合 预测 精度 , 则 有 


mm 
Act = 1 一 |(z 一 个 )/zil 一 1 一 Dbz 一 3)/a 二 1 一 ,= 1,2,.……,N, 
t=1 


?372 
> lieit 
4 一 1 


其 中 , et = (zi 一 zit)/zt 表示 相对 误差 . 
根据 定义 5.1.5, 一 阶 组 合 预 测 有 效 度 mm= 为 其 预测 精度 序列 {hct,t = 1,2,:…,N} 
的 数学 期 望 . 即 


N 
Me 二 > QsAes, 
+=1 


me 越 大 表示 组 合 预测 方法 越 有 效 , 因此 , 以 一 阶 组合 预 测 有 效 度 为 准则 的 组 合 
栅 测 模型 可 表示 成 如 下 模型 中 


N 
max ?me = 》 QiAct, 


t=1 


mm 
Act = 工 一 dle ， 
St.4 多] (5.3.1) 
| >》 一 卫 丰 0 一 2 
1 二 1 
记 mmin = min{mi,i = 2, 70] Mmax = max{mi,i = 1,2,.…,m}. 即 mmin 


表示 m 种 预测 方法 最 小 预测 有 效 度 , mmax 表示 m 种 预测 方法 最 大 预测 有 效 度 , 则 
有 如 下 定义 . 

定义 5.3.1 ” 若 mmin < me < mmax, 则 称 组 合 预测 模型 (5.3.1) 为 非 劣 性 组 合 
预测 . 若 me > mmax, 则 称 组 合 预测 模型 (5.3.1) 为 优 性 组 合 预 测 . 

定义 5.3.1 表明 , 只 有 组 合 预 测 有 效 度 大 于 各 单项 预测 有 效 度 中 最 大 者 , 则 该 组 
合 预 测 模型 才 为 优 性 组 合 预测 . 

定义 5.3.2 ” 若 组 合 预测 模型 的 相对 误差 窍 阵 如 的 第 i 行 和 第 行 元 素 满 
足 不 等 式 |ex| < |ers|, t 二 1,2,…,N, 且 至 少 对 某 个 时 刻 如 有 严格 的 不 等 号 成 立 ， 
to € {1,2,…,N}, 则 称 第 i 种 单项 预测 方法 优 超 第 种 单项 预测 方法 . 

定义 5.3.2 表明 , 第 i 种 单项 预测 方法 在 各 个 时 刻 预 测 相 对 误差 的 绝对 值 不 大 
于 第 种 单项 预测 方法 , 而 且 至 少 对 某 个 时 刻 to 处 预测 相对 误差 的 绝对 值 严格 小 
于 第 上 种 单项 预测 方法 , 直观 上 可 以 认为 第 i 种 单项 预测 方法 要 “好 于 ”第 种 单 
项 预测 方法 . 

定义 5.3.3 ”若菜 种 单项 预测 方法 增加 到 组 合 预测 模型 中 不 能 使 一 阶 组 合 预 
测 有 效 度 得 到 增加 , 则 称 该 单项 预测 方法 为 元 余 预 测 方法 . 即 该 种 单项 预测 方法 在 
组 合 预测 模型 最 优 权 系数 中 为 零 , 表明 该 种 单项 预测 方法 只 提供 元 余 信息 . 
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定义 5.3.4 ”在 一 个 组 合 预测 模型 中 , 设 共有 mm 种 单项 预测 方法 参 与 组 合 预 
测 , 若 最 优 解 中 出 现 元 余 预 测 方法 的 个 数 为 mm 则 称 比例 系数 k= 一 万 为 组 合 预测 
模型 的 元 余 度 . 

显然 0 < k < 二 二 -=0 表示 m 种 单项 预测 方法 在 一 个 组 合 预测 模型 中 均 
提供 有 效 信息 . = 号 一 表示 在 一 个 组 合 预测 模型 中 只 有 一 个 单项 预测 方法 提供 
有 效 信息 , 而 其 他 (m 一 -1) 个 单项 预测 方法 均 为 元 余 预 测 方法 . 所 以 元 余 度 & 越 小 
表示 组 合 预测 模型 选择 的 单项 预测 方法 越 有 效 . 
5.3.2 基于 一 阶 预 测 有 效 度 的 非 劣 性 组 合 预测 和 优 性 组 合 预测 存在 的 条 件 [3 

1， 简单 平均 组 会 预测 方法 是 优 性 组 合 预 测 的 条 件 

简单 平均 组 合 预测 方法 也 称 为 等 权 平均 法 , 它 是 研究 较 多 的 正 权 系数 组 合 预测 
方法 之 一 . 一 般 地 说 , 简单 平均 组 合 预 测 方法 不 是 优 性 组 合 预 测 , 更 不 用 说 是 最 优 
性 组 合 预测 . 但 是 , 下 面 的 结论 指出 简单 平均 组 合 预测 方法 至 少 是 非 劣 性 组 合 预测 ， 
并 且 在 一 些 条 件 下 它 可 能 成 为 优 性 组 合 预 测 和 最 优 性 组 合 预测 . 

先 介绍 一 个 引 理 ， 

引 理 5.3.1 ”组 合 预测 有 效 度 me 满足 如 下 不 等 式 


me 之 Yim, (5.3.2) 
证 明 因为 (Dliea <y Jez, 日 注意 到 》 1 =1,l>0, So 1,Q: >0. 
i=1 i=1 i=1 t=1 
me= yo ct 一 -Ye (4 一 2 Cit 和 


> 和 9 (2 ed - 0 (1 — lei)|) 
-> SQ (1 lo -5 yo hu = Dum 


i=l1 t=1l i=1 t=l1 


即 me > > Dm 证 毕 . 


引 理 5 3.1 表明 , 组 合 预测 有 效 度 大 于 或 等 于 各 单项 预测 模型 的 预测 有 效 度 的 
加 权 平 均值 . 

定理 5.3.1 ”组 合 预 测 模型 (5.3.1) 的 任 一 个 可 行 解 对 应 的 组 合 预 测 至 少 是 非 
劣 性 组 合 预测 . 


5.3 ”基于 一 阶 预测 有 效 度 的 非 劣 性 组 合 预测 和 优 性 组 合 预 测 存在 的 条 件 -85 . 


证 明 设 工 = (4,12,…,lm)7 为 组 合 预测 模型 (5.3.1) 的 任 一 个 可 行 解 , 则 有 


m 
Dh=1, hi>0, i=1,2,.,m. 
i=1 


由 式 (5.3.2) 知 , , 
me 之 Dlams 之 limmin = Mmin: 
Y 一 工 1 二 1 

由 定义 5.3.1 得 结论 成 立 . 证 毕 . 

定理 5.3.1 表明 , 从 组 合 预测 有 效 度 角度 而 言 , 组 合 预测 模型 (5.3.1) 的 任 一 个 
归 一 化 非 负 权 系 数 所 对 应 的 组 合 预测 均 不 会 比 “最 差 ” 的 单项 预测 方法 还 要 差 . 

推论 5.3.1 简单 平均 组 合 预 测 方 法 至 少 是 非 劣 性 组 合 预 测 . 

话 明 因为 在 简单 平均 组 合 预测 方法 中 , 即 令 组 合 预测 权 系数 请 = /2 = … = 
lm = 万， 显然 它们 是 组 合 预测 模型 (5.3.1) 的 一 个 可 行 解 , 由 定理 5.3.1 知 结论 成 立 . 
证 毕 . 

定理 5.3.2 ”在 组 合 预测 模型 (5.3.1) 的 相对 误差 矩阵 召 = (eit),,xw 中 , 若 其 
任意 的 第 t 列 元 素 elt ezt,… ,emt,t = 1,2,3,…,N 的 符号 不 全 相同 , 则 组 合 预测 
模型 (5.3.1) 的 最 优 解 对 应 的 组 合 预测 一 定 为 优 性 组 合 预 测 方法 . 

证 明 因为 EE 中 任意 的 第 t 列 元 素 elt eat  …，,emt 的 符号 不 全 相同 , 所 以 
Slies 
2=1 


mm 
< Slilexs|, t=1,2,3,..,N. 


2=1 


从 而 


N m 
| > SQ: (: 一 Sh 加 
t=1 《一 1 


N N mm 
me 二 》 Qi4u 一 >》 ,9q， (4 一 lei 
tl N t=1 mn z=1 
= D6) ,QA = ,lms, 
一 1 t=1 i=1 


即 me > >》 lm 设 五 = (全 ,信访 并 为 组 合 预测 模型 (5.3.1) 的 最 优 解 , m2 为 
i=1 
IL* 对 应 的 一 阶 组 合 预测 有 效 度 , 则 有 


I 
Mm: 之 me> Slam. 


“一 工 
因为 (1,0,…,0)7, (0,1,…,0)T,…,(0,0,.…,1)T. 这 m 个 m 维 列 向 量 分 别 是 
组 合 预 测 模型 (5.3.1) 的 可 行 解 , 所 以 mt > mi,i = 1,2,…,m. 即 


因 . 
m2 > max{mi,i = 1,2,.…,m} = Mmax. 
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再 由 定义 5.3.1 得 结论 成 立 . 证 毕 . 

定理 5.3.2 表明 , 在 组 合 预测 模型 (5.3.1) 的 相对 误差 信息 矩阵 忆 中 , 只 要 某 一 
个 时 刻 m 种 单项 预测 方法 的 相对 误差 有 正 有 负 , 则 组 合 预测 模型 的 相对 误差 减 小 ， 
从 而 组 合 预测 有 效 度 就 会 提高 . 组 合 预 测 模型 (5.3.1) 的 最 优 解 对 应 的 组 合 预测 一 
定 比 “最 好 ”的 单项 预测 方法 还 要 “好 ”. 

定理 5.3.3 ” 若 组 合 预测 模型 (5.3.1) 的 相对 误差 矩阵 吾 = (eit)mxN 的 秩 为 1， 


互 的 第 1 列 存在 非 零 元 素 , 且 满 足 》 es1 = 0, 则 简单 平均 组 合 预测 方法 为 最 优 性 
组 合 预测 方法 . 即 4 二 一.… 一 41/m 为 组 合 预测 模型 (5.3.1) 的 最 优 解 

网 对 殖 按 列 进行 分 块 ，ek = (elt, ezt,…… -emt) 为 五 的 第 十 列 ,上 = 

AN. 因为 B= (eit)mxN 的 秩 为 1， , 所 以 存在 比例 常数 ki, 使 得 et = hse， 

t=2 NT. 又 因为 5 en = 0， 所 以 》 os = ha Yen = 0,t= 2,3,.. ,入 . 当 


2%=1 i=1 i=l1 


简单 组 合 预 测 方法 的 权 系数 4 =12 =… = lm = 二 时 , 则 有 


N N ] mn N 
Sy (- DD ) .3 
t=1 t=1 i—1 t=1 


即 me 达到 其 上 界 . 所 以 简单 平均 组 合 预测 方法 为 最 优 性 组 合 预测 方法 , 当然 它 也 
是 优 性 组 合 预测 方法 . 证 毕 . : 
2. 基于 预测 有 效 度 的 优 性 组 合 预 测 存 在 的 充分 条 件 


下 面 给 出 基于 预测 有 效 度 的 组 合 预测 模型 (5.3.1) 的 优 性 组 合 预 测 存在 的 一 个 
充分 条 件 . 

定理 5.3.4 设 mi = max{nw,i = 1,2,…,m}), 即 m1 表示 m 种 单项 预测 方 
法 中 的 最 大 一 阶 预测 有 效 度 , b; € (一 leiz|, ets), t= 1,2,…,NN, 若 如 下 (N++1)xm 
的 线性 方程 组 


ellll + e212 ++ Emilm = b1, 
e12l1 + e2212 + Em2lm = b2, 
ee. (5.3.3) 

e1Nl1 + e2Nl2 十 … 十 emNim = DbN, 
人 ++:… 二 lm = 
存在 非 负 解 , 则 组 合 预测 模型 (5.3.1) 的 一 定 存在 优 性 组 合 预测 . 

证 明 设 如 上 的 (N+1)xm 的 线性 方程 组 存在 的 非 负 解 为 L = (全 态 …… 避 )， 
则 有 ; . 
Deal =b, t=1,2,,N, YH=1, Lt>0. 
i 二 记 1 


5.3 ”基于 一 阶 预测 有 效 度 的 非 劣 性 组 合 预 测 和 优 性 组 合 预测 存在 的 条 件 .87 . 


Te 
因为 bi € (一 |eatl leil) 所 以 < |enl,t= 1,2,..…,N. 从 而 》 Qt 》 |Weal 


t=1 i=1 


m 
> eatli 


i—=1l 


N N. 
< 》 Qilei|. 且 注 意 到 》 @: = 1,Q: > 0,t 二 1,2,…,NN, 则 有 


t=1 t=1 


N N mm N N 
= >》 QA = > qh (- te EA 
t=1 t=1 “一 工 t=1 t=1 


= mi = max{mi,i = 1,2,.…,m}. 


即 me > max{fyrni = 1,2,…,m}, 由 定义 5.3.1 知 结论 成 立 . 证 毕 . 

推论 5.3.2 ” 设 ml = max{mi,i = 1,2,…,mj}, 即 mi 表示 m 种 单项 预测 方 
法 中 的 最 大 一 阶 预测 有 效 度 ， 志 组 全 观测 模型 的 相对 误差 逢 阵 中 任 … 列 m 个 元 素 
elt, e2t，,"… ,emt 的 算术 平均 数 6&1 = 一 3 满足 &€ (|er|, leis)),t = 1,2,.……,N, 
则 简单 平均 组 合 预测 方法 是 优 1 性 组 合 预测 方法 

证 明令 世 一 (5 太太 )"= (二 二 二) ,由 条 件 可 = 区 < 

1 

论 成 立 . 证 毕 . 


5.3.3 实例 分 析 


设 两 种 单项 预测 方法 分 别 对 某 个 经 济 指标 的 五 年 数据 进行 预测 , 则 得 相对 误差 
矩阵 为 


59 6 4 7% 8% 
一 6% 一 7% 一 8% 一 9% 一 10% 


E= (eit)2xs = 


若 这 两 个 单项 预测 方法 在 不 同时 刻 预 测 精度 的 加 权 系 数 先 验 信息 不 确 知 时 , 可 以 
认为 预测 精度 的 分 布 为 均匀 分 布 , 即 Qt = 1/5,t = 1,2,. ,5, 则 由 定义 5.1.5 知 ， 


第 一 种 和 第 二 种 单项 预测 方法 的 一 阶 预测 有 效 度 为 m1 = >》 QiAn = 0.94, m2 = 
t=1 
5 
》 Qt Azt 二 0.92. 所 以 有 m1 > m2z. 设 ,ls 分 别 为 组 合 预测 中 两 个 单项 预测 方法 
t=1 
的 加 权 系 数 , 旦 满足 


+l2=1, li>2>0, 1=1,2. 
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考察 如 下 6 x 2 的 线性 方程 组 


59011 一 6%12 = D1, 
6%11 一 7 史 12 = bo, 
4%11 一 89%12 = 03， 
7%L1 — 9%12 = ba, 
8%11 — 10%12 = bs, 
+l2=1, 


(5.3.4) 


其 中 bi € (-5%,5%), bs € (~6%,6%), bs € (—4%, 4%), ba € (—7%,7%), bs € (—8%, 
8%). 对 线性 方程 组 (5.3.4), 令 11 = 0.5, 12 = 0.5, 则 它们 是 满足 该 线性 方程 组 的 非 
负 解 , 由 定理 5.3.4 知 组 合 预 测 模型 (5.3.1) 一 定 存在 优 性 组 合 预测 . 

事实 上 , 通过 简单 的 计算 , 当 4 = 0.5,12 = 0.5 时 , 其 对 应 的 组 合 预测 模型 (5.3.1) 
预测 有 效 度 me = 0.984, 所 以 me > mmax = max{mi,m2}. 这 个 例子 验证 了 定理 
5.3.4 的 结论 . 

本 节 关 于 优 性 组 合 预测 方法 的 研究 , 实际 上 是 解决 了 基于 一 阶 预 测 有 效 度 的 组 
合 预测 的 第 一 个 基本 问题 ， 即 非 负 权重 最 优 组 合 预测 方法 的 预测 有 效 度 不 一 定 大 
于 各 个 单项 预测 方法 预测 有 效 度 中 的 最 大 者 , 可 能 出 现 等 于 的 情况 . 也 就 是 说 优 性 
组 合 预 测 存 在 是 有 条 件 的 . 


5.4 基于 一 阶 预测 有 效 度 组 合 预测 方法 元 余 信 息 的 判定 


车 某 种 单项 预测 方法 增加 到 组 合 预 测 模型 中 , 它 在 组 合 预测 模型 最 优 权 系数 中 
为 零 , 这 表明 该 种 单项 预测 方法 只 提供 宛 余 信 息 . 下 面 的 定理 5.4.1 说 明了 宛 余 信 
息 产生 的 缘由 . 

对 于 组 合 预测 模型 (5.3.1) 有 如 下 结论 成 立 . 

定理 5.4.1 ”组 合 预测 模型 (5.3.1) 的 最 优 目标 函数 值 是 m 的 单调 不 减 函数 ， 
即 


02(1172， 四 ,lm) < m2 (l1, lo, ”" ,lm+1) 


其 中 mm 为 参与 组 合 预测 的 各 单项 预测 方法 总 个 数 , mz (1,12,…, im) 表示 mm 个 单项 
预测 方法 参与 的 组 合 预 测 模型 (5.3.1) 对 应 的 最 大 一 阶 组 合 预测 有 效 度 , m* (11,12,…， 
lm+1) 表示 再 增加 一 个 单项 预测 方法 参与 的 组 合 预测 模型 (5.3.1) 对 应 的 最 大 一 阶 
组 合 预测 有 效 度 . 

证 明 设 L” = (8, 妨 ,…, 沪 )7 为 m 个 单项 预测 方法 参与 的 组 合 预测 模型 


(5.3.1) 的 最 优 解 , 则 有 


N 
mz(h, 12， ,Lm) 一 》 Q: ( 
t=1 


mm 

水 
>》 1 Cit 
i=1 


5.4 ”基于 一 阶 预 测 有 效 度 组 合 预 测 方法 元 余 信息 的 判定 .89. 
其 中 DL = U0,1=1,2,……,m. 


| ，》 
i=1 


> 同 理 ， 设 L 三 (11, lo, ,lm m+1)T 为 再 增加 一 个 单项 预测 方法 ， 共 m+ 1 个 单 
项 预测 方法 参与 的 组 合 预测 模型 (5.3.1) 的 最 优 解 , 则 有 
其 中 b=1l,b20,i=1,2,.……,m+1. 


令 工 = (奸臣 用 ,0) 显然, 工 为 吧 十 1 个 单项 预测 方法 参与 的 组 合 预测 
模型 (5.3.1) 的 可 行 解 , 则 有 


m+1 


》 lieit 
i=1 


N 
mi (hla bm lmti) = > Qt (: 一 
t=1 


m2(l, 12…， my lm+1) 之 Tc( 全， 信 ， 0 ,1 0) 


N m 
= 》 .9， ( 一 |>》 We 
t=1 i=1 . 


| 一 m* (li, 72， ”" ,lm). 


从 而 结论 成 立 . 证 毕 . 

一 般 认为 , 随 着 参与 组 合 预 测 的 单项 预测 方法 个 数 mm 的 增加 , 组 合 预 测 模 型 
(5.3.1) 的 最 大 一 阶 组 合 预测 有 效 度 一 定 是 m 的 严格 单调 增加 孙 数 , 然而 定理 5.4.1 
证 明了 当 再 增加 一 个 单项 预测 方法 时 , 组 合 预测 模型 (5.3.1) 的 最 大 一 阶 组 合 预测 
有 效 度 可 能 不 变 . 这 表明 组 合 预测 模型 (5.3.1) 可 能 存在 元 余 预 测 方法 . 下 面 两 个 定 
理 为 元 余 信 息 提 供 了 判定 . 

定理 5.4.2 ”车 组 合 预测 模型 的 相对 误差 矩阵 巨 = (et)nmxN 中 , 任意 第 t 
列 元 素 elt, ezt,… ,emt 的 符号 完全 相同 , t = 1,2,…,NN, 设 mi = max{mi,i 一 
1,2,…,m}, 则 组 合 预测 模型 (5.3.1) 的 宛 余 度 为 于 二 即 后 面 m 一 1 种 单项 预测 
方法 均 为 元 余 预测 方法 . 

证 明 因为 五 中 任意 第 上 列 元 素 elt ezz，…,emt 的 符号 完全 相同 , t € {1,2……， 


NN}. 所 以 |>》 leit| = 》 leadlte fl2……N} 类 似 于 引 理 的 证 明 , 并 注意 到 
1 一 1 ?一 1 


>》 =1 hi20 >》 9 =1 Q:>0, t=1,2,.…,N. 
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从 而 


= QA ct 一 -a (- Bre) = (Bau) 
{7 这 1 

本 到 D3 (1 ~— lezsl) -> >% (一 |eitl) 

oa ms 


i EM i 


7 
由 于 m1 = max{mi,i = 1 2 rn] 所 以 me = 》 li < 11. 


i=1 

即 组 合 预测 模型 (5.3.1) 的 最 优 解 为 工 = (六, 芒 …, 术 ) 了 = (1,0,…,0)T, 所 以 
后 面 m -1 种 单项 预测 方法 均 为 元 余 预 测 方法 . 证 毕 ， 

定理 5.4.2 表明 , 若 组 合 预测 模型 在 任意 第 t 时 刻 的 相对 误差 符号 一 致 , 即 各 单 
项 预测 方法 提供 的 信息 与 第 一 种 单项 预测 方法 相似 , 则 一 阶 组 合 预测 有 效 度 实 际 上 
等 于 各 单项 预测 方法 预测 有 效 度 的 线性 组 合 , 从 而 最 优 的 一 阶 组 合 预 测 有 效 度 为 第 
一 种 单项 预测 方法 最 大 的 预测 有 效 度 . 即 后 面 m 一 1 种 单项 预测 方法 均 为 元 余 预 测 
方法 . 

定理 5.4.3 ” 若 组 合 预测 模型 的 相对 误差 矩阵 巨 = (ews),,xw 中 , 任意 第 t 列 
元 素 ett ezt,… ,emt 的 符号 完全 相同 , t = 1,2,…,N, 且 第 i 种 单项 预测 方法 优 超 
第 种 单项 预测 方法 , 则 组 合 预测 模型 (5.3.1) 的 宛 余 度 至 少 为 1/m. 即 至 少 存在 一 
种 单项 预测 方法 为 元 余 预测 方法 . 

证 明 因为 巨 中 任意 第 t 列 元 素 eit,ez,…,emt 的 符号 完全 相同 , t & {1,2,…， 
N}, 所 以 在 定理 5.4. 2 中 已 证 明 得 mo = Dm 


国 为 第 i 种 单项 预测 方法 优 超 第 种 单项 预测 方法 ， 所 以 由 定义 5.3.2 知 [ea < < 
lexrtl,t 二 1,2,…,N,， 县 至少 对 某 个 如 有 严格 的 不 等 号 成 立 ， 如 € {1,2,: 
N 所 以 Ait > hpt,t = 1,2,…,N， 且 至 少 对 某 个 to 有 严格 的 不 等 号 成 立 ， 即 
Aito > Apto, 则 


N N 
= 》 QAit > 》 QeApe =meg. 
t=1 t=1 


即 mi; > mx. 假设 第 种 单项 预测 方法 不 为 元 余 预 测 方法 , 设 组 合 预 测 模型 (5.3.1) 
的 最 优 解 为 


太一 (人 9, Su=1. 
2=1 


5.5 ”基于 二 阶 预测 有 效 度 的 优 性 组 合 预测 模型 ‘91. 


五” 对 应 的 目标 函数 值 为 
me 二 本 mi 十 一 十 如 mi 十 一 十 度 mg 十 -十 和 7. 


应 的 目标 函数 值 为 


hc 一 1 十 十 (人 十 夺 )7Dz 二 二 0 x mgt + mm. 


由 mi > mx 知 家 。 > me, 而 这 与 ”= (时 人防 )T 为 组 合 预测 模型 
(5.3.1) 的 最 优 解 矛 盾 ! 所 以 假设 不 成 立 . 从 而 第 种 单项 预测 方法 一 定 是 元 余 预 测 
方法 , 此 即 组 合 预 测 模型 (5.3.1) 的 元 余 度 至 少 为 1/m. 证 毕 . 

定理 5.4.3 表明 , 若 第 i 种 单项 预测 方法 优 超 第 种 单项 预测 方法 , 则 可 以 把 组 
合 预测 模型 相对 误差 矩阵 瑟 的 第 大 行 删除 后 , 从 剩 下 的 较 低 阶 相对 误差 矩阵 所 对 
应 的 组 合 预测 模型 求 最 优 组 合 权 向 量 , 从 而 可 以 简化 计算 . 

本 节 关 于 和 元 余 信 息 的 判定 的 研究 , 实际 上 是 解决 了 基于 预测 有 效 度 的 组 合 预 测 
的 第 二 个 基本 问题 和 第 三 个 基本 问题 . 即 当 参 加 组 合 的 预测 方法 增多 时 , 非 负 权重 
最 优 组 合 预测 方法 的 预测 有 效 度 不 一 定 严格 增加 , 元 余 信 息 完 全 可 能 出 现 . 同时 也 
给 出 元 余 信 息 出 现 的 两 种 情形 . 


5.5 ”基于 二 阶 预测 有 效 度 的 优 性 组 合 预 测 模 型 


前 面 已 针对 基于 一 阶 预 测 有 效 度 的 组 合 预测 模型 , 提出 了 新 的 劣 性 组 合 预测 、 
非 劣 性 组 合 预 测 、 优 性 组 合 预 测 、 预 测 方 法 优 超 和 元 余 度 等 概念 , 给 出 了 非 劣 性 组 
合 预测 的 条 件 、 简 单 平均 方法 是 优 性 组 合 预 测 存在 的 充分 条 件 和 优 性 组 合 预测 存 
在 的 充分 条 件 , 同时 给 出 了 组 合 预测 模型 中 元 余 信 息 出 现 的 两 个 判定 定理 . 由 于 前 
面 只 把 预测 精度 的 数学 期 望 作为 一 阶 预测 有 效 度 , 而 没有 考虑 预测 精度 的 方差 对 预 
测 方法 的 有 效 性 的 影响 . 实际 上 预测 方法 的 有 效 性 应 是 平均 的 、 全 面 的 精确 性 , 而 
平均 的 、 全 面 的 精度 可 用 精度 的 均值 及 反映 其 离散 程度 的 标准 差 描 述 , 即 在 预测 区 
间 内 预测 精度 的 均值 越 大 , 预测 方法 的 有 效 度 越 高 , 而 预测 精度 序列 的 离散 程度 越 
大 , 预测 方法 的 有 效 度 越 低 . 即 预 测 方法 的 有 效 性 与 预测 精度 的 均值 成 正比 , 与 其 标 
准 差 成 反比 . 所 以 有 必要 进一步 研究 基于 二 阶 预 测 有 效 度 的 组 合 预测 方法 , 以 丰富 
组 合 预 测 理论 . 

本 节 首 先 建立 考虑 预测 精度 标准 差 的 预测 有 效 度 的 组 合 预 测 模型 , 然后 针对 该 
模型 重新 定义 预测 有 效 度 . 在 提出 非 劣 性 组 合 预 测 、 优 性 组 合 预测 、 预 测 方法 优 超 
等 概念 的 基础 上 . 继续 探讨 了 人 简单 平均 方法 是 优 性 组 合 预测 的 条 件 以 及 优 性 组 合 预 
测 存在 的 一 个 充分 条 件 . 并 给 出 了 元 余 信 息 出 现 的 判定 定理 . 最 后 也 讨论 了 组 合 预 
测 模 型 的 新 的 近似 计算 方法 , 给 出 实例 分 析 . 
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5.5.1 几 个 推广 的 概念 84 


” 设 某 社会 经 济 现象 的 指标 序列 的 观察 值 为 {x4,t = 1,2,…,N}, 设 有 m 个 单项 
预测 方法 对 其 进行 预测 , zi 为 第 4 种 预测 方法 第 上 时刻 的 预测 值 , i = 1,2,… ,mt = 
1 2 …… NN.eit 为 第 i 种 预测 方法 第 土 时 刻 的 预测 相对 误差 , As = 1 一 |ex| 为 第 

定义 5.5.1 称 Mi= (4h;)(1 一 o(4;)) 为 第 i 种 预测 方法 的 二 阶 预测 有 效 度 ， 


- N N 之 
- 4 一 1,2,: ,mm. 其 中 E(Ai) 二 SQ:Ait,o(Ai) 一 >》 Qt (Ait BE(Ai))’ , {Qt,t 一 


t=1 t=1 


N 
1,2,…, 入} 为 m 种 预测 方法 在 第 上 时 刻 的 离散 概率 分 布 》 Q: = 1,Q: > 0. 即 
t=1 
BE(4i) 为 第 i 种 预测 方法 的 预测 精度 序列 的 数学 期 望 , o(4;) 为 第 i 种 预测 方法 的 
预测 精度 序列 的 标准 差 . 
显然 , 定义 55.1 与 定义 5.1.5 的 二 阶 预测 有 效 度 是 相同 的 , 且 0 < AM < 1. 事实 
上 Ais € [0,1], > Qt = 1,Q: >0. 所 以 EB(4i) elol,c(4i) € [0,1], 从 而 M; € [0,1]. 
t=1 
特别 地 , 若 对 m 种 单项 预测 方法 的 预测 精度 的 加 权 系 数 先 验 信息 不 确 知 时 , 可 
取 Qt=1/N,t=1,2,.……,N. 
设 hi 为 第 上 时 刻 的 组 合 预测 精度 ,e* 为 第 t 时 刻 的 组 合 预 测 相 对 误差 , 则 有 


Ai=1—lel=1- Iv — bi)/zs|= 1 | U(r — Ta)/z 


2 二 1 
=1— | lead|， t=1,2,...,N. 
i=1 
根据 定义 5.5.1, 二 阶 组 合 预测 有 效 度 M 为 
M= E(A)(1 - o(4)) 
N m N m 2 
一 >》 Q: ( 一 leit ) | 一 {ge (: 一 》 lies | 
.11 i1 t=1 i=1 
Ny 图 2 
一 be (- Ylieit ) | | 
t=1 z=1 


其 中 E(4) 为 组 合 预测 方法 的 预测 精度 序列 的 数学 期 望 , c(4) 为 预测 精度 序列 的 标 
准 差 . 


5.5 基于 二 阶 预 测 有 效 度 的 优 性 组 合 预测 模型 “93. 


同 理 0 < M < 1， 显然 , E(A) 和 o(4) 为 各 种 单项 预测 方法 的 加 权 系数 1， 
12,… 的 函数 , 所 以 M 也 为 ,12,… 的 函数 . 记 为 M(l1,12,…, lm). 
1 一 般 , M (1,12,…, lm) 越 大 表示 组 合 预测 方法 越 有 效 . 因此 , 以 二 阶 组 合 预 测 有 
效 度 为 准则 的 最 优 组 合 预 测 模型 可 表示 成 如 下 模 
) 


N m N m 
mM -D0 (1- iei ) 全 -位 cf- 
t=1 i 二 1 t=—1 《一 1 


N m 
> Qt ( 了 
t=1 i=l1 


> 一 
上- 一 一 一 
ID 
\ 一 一 一 
NI 
\- 一 一 一 


Di 
st.4 全 (5.5.1) 


li 2 0,7=1,2,...,m 


记 Mrin = min{ Mi,i = 1,2,.…°,m)}, Mmax = max{Mi,i = 1,2,.…,m}, Ph Min 
表示 m 种 预测 方法 最 小 预测 有 效 度 , Maax 表示 m 种 预测 方法 最 大 预测 有 效 度 , 则 
有 如 下 定义 . 

定义 5.5.2 ” 设 M 为 二 阶 组 合 预测 有 效 度 , 若 Mi < M < Miwax, 则 称 组 合 
预测 模型 (5.5.1) 为 非 劣 性 组 合 预测 , 若 M > Miwax, 则 称 组 合 预测 模型 (5.5.1) 为 优 
性 组 合 预测 . 

由 于 M 越 大 表示 组 合 预测 方法 越 有 效 , 定义 5.5.2 表明 , 只 有 二 阶 组 合 预测 有 
效 度 大 于 各 单项 预测 有 效 度 中 最 大 者 , 则 该 组 合 预测 模型 才 为 优 性 组 合 预测 . 

定义 5.5.3 ”车 第 i 种 预测 方法 与 第 k 种 预测 方法 的 预测 精度 序列 的 数学 期 
望 (4i;),B(4x), 协 方差 满足 以 下 关系 式 


E(A;) > E(A:), cov(Ai, A;) < cov(Ax, A;), 了 一 1,2, ,mm, 


则 称 第 i 种 单项 预测 方法 优 超 第 种 单项 预测 方法 . 其 中 ， 


N 
cov(hi, 4;) = >_ Qi [Ais — E(Ai)] [dr ~ E(Aj) 
t=1 
为 第 i 种 预测 方法 与 第 ; 种 预测 方法 的 预测 精度 序列 的 协 方差 . 
特别 地 , cov(4i, 4i) = go?2(4i),cov(Ak, Ak) = o2(Ak),o2(4i),o2(Ax) 分 别 表 示 
第 i 种 预测 方法 、 第 种 预测 方法 的 预 浏 精 度 序 列 的 方差 . 
实际 上 , 定义 5.5.3 已 蕴涵 了 o2?(4;) < o2(4). 它 表 明 第 i 种 单项 预测 方法 在 
各 个 时 刻 平均 预测 精度 大 于 第 种 单项 预测 方法 平均 预测 精度 , 而 且 第 i 种 预测 方 
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法 的 预测 精度 序列 的 方差 及 与 其 他 m 一 1 单项 预测 方法 协 方差 小 于 第 种 单项 预 
测 方法 的 方差 及 协 方差 . 就 考虑 预测 精度 标准 差 的 预测 有 效 度 而 言 , 直观 上 可 以 认 
为 第 i 种 单项 预测 方法 要 “好 于 ”第 种 单项 预测 方法 . 
5.5.2 非 劣 性 组 合 预测 和 优 性 组 合 预 测 存在 的 充分 条 件 [9 

定理 5.5.1 ”组 合 预测 模型 (5.5.1) 组 合 预测 方法 的 预测 精度 序列 {41,t = 
1,2,…, YY 的 数学 期 望 (4) 和 标准 差 o(4) 满足 如 下 不 等 式 


SB(A) < BE(A)<L, (5.5.2) 
zi=1 
o(A) < So(As). (5.5.3) 
z=1 


证 明 设 es = (zt 一 zit)/zt 为 第 i 种 单项 预测 方法 的 预测 相对 误差 ， i = 
1,2,…,m,t == 1,2,…,N. 因为 


0 < |(z2: — Si)/zt| = < > lleil, t=1,2,.……,N. 
i=1 


>》 (oz — wie) /2 
二 1 


A 
> lieit 
i=1 


m™m ™m mm 
所 以 1>4 =1 一 She 之 1 一 》 |ei， 注意 到 》 二 1, 则 有 
i=1 这 1 i1 
1— > lei| = >》 (1 ~ |eit|) = ShiAa, 
i=1 记 1 ic1 
因而 有 
DS liA < Ar <1. (5.5.4) 
z=1 


N 
另外 注意 到 > ,Ge = 1,Q: > 0, 由 式 (5.5.4) 有 


t=1 
N 


N m m N mm 
SOV Ys (> ou VBA) < TOA BA < ToL 
t=1 i 二 1 i=1 t=1 i=1 


t=1 t=1 


即 》 4B(4;) < 如 (4) < 1, 式 (5.5.2) 得 证 . 


i=1 
因为 式 (5.5.4) 表明 hi 的 上 界 估计 为 1, 下 界 估计 为 》 lAis, 所 以 存在 ao < 
1 一 工 
[0, 了 1, 使 得 
At = Qo > liAit + (1 — ao), t=1,2,.……,N. 


i=l1 
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则 有 
N N 7 
= Qh =》 9， 2 lAit + (1 ~ 0) 
t=1 oy i=l Ny 
= Qo >», 因 (> oo + (1— ao) >, 4: 
iT Nt=1l t=1 


= ao UB(Ai) + (1— oo0), (5.5.5) 
2=] 


1 
2 


N 
o(A)= > Qi(Az 一 a 


1 


一 和 Qt | | 》 1 Ait 十 (1 一 9- 区 SLB(A) 十 (1 一 oj | | 


i=1 


8 


| yo, [ut -ad )| | 


t=1 1 


m N 
= ao ba SQ [A — E(A)T 


to—1 t=1 


+ nl >》 Qt [az — E(Ai)] [A;: — a 


izi t=1 


i=l i3 


一 Q0 也 L202(Ai) 十 中 ooetort ， (5.5.6) 


N 
其 中 pij = >》 Qt [4x -Bi 一 (4;j)]/Io(4i)o(4j)], 即 or 为 第 i 种 单项 巴 
t=1 
测 方 法 的 预测 精度 与 第 ;j 种 单项 预测 方法 的 预测 精度 的 相关 系数 . 
因为 pi;; e [1,1], 所 以 有 
2 


yo 2(Ai) + > hiljpio(Ai)o(Aj) < < o(Ai) 


i=l1 ?7 


(5.5.7) 


因为 ao e [0,1], 所 以 由 式 (5.5.6)、(5.5.7) 知 


o(A) < Ylio(di), 
i=1 
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从 而 式 (5.5.3) 成 立 . 证 毕 . 

定理 5.5.1 实际 上 分 别 给 出 组 合 预测 方法 的 预测 精度 序列 {hs,t = 1,2,.…,N} 
的 数学 期 望 (4) 和 标准 差 o(4) 的 一 个 估计 . 该 结论 表明 , 组 合 预测 方法 的 预测 精 
度 序列 数学 期 望 大 于 或 等 于 各 单项 预测 模型 的 预测 精度 序列 数学 期 望 的 一 个 线性 
组 合 ; 组 合 预 测 方法 的 预测 精度 序列 标准 差 小 于 或 等 于 各 单项 预测 模型 的 预测 精度 
序列 标准 差 的 一 个 线性 组 合 . 线性 组 合 系数 就 是 各 单项 预测 模型 在 组 合 预测 中 的 加 
权 系数 . 

定理 5.5.2 ”组 合 预测 模型 (5.5.1) 的 最 优 解 对 应 的 组 合 预测 至 少 是 非 劣 性 组 
合 预 测 . 

证 明 设 L* = (六, 臣 ,…, 凡 )7 为 组 合 预测 模型 (5.5.1) 的 最 优 解 , 工 = (11,12,……， 
lm)7 为 其 任 一 个 可 行 解 , 则 目标 函数 值 满足 


由 式 (5.5.2)、(5.5.3) 知 
?一 1 “一 


显然 ， (00)7T) (0,1,.…,0)7,.…., (0,0,.….,1)T 这 mm 个 m 维 列 向 量 分 别 是 组 合 
预测 模型 (5.5.1) 的 可 行 解 , 由 式 (5.5.8)、(5.5.9) 知 


M(t, Bs,) > M(1,0,.…,0) > E(A1)(1 ~ o(A1)) = Mi, 
M(H, th) > M(0L ;0) > E(A2)(1 — 0(h2)) = Ms, 


M(t, 全) 之 M({0, 0,.…., 1) 之 E(Am)(l —o(Am)) = Mm,, 
所 以 


M(t, 3, ,Ls ) > max{M:;,i 一 1 2,… -70 一 Mnax 
之 Mmin = min{ Mi;,1 一 1,2, 。。 .,m}. (5.5.10) 


再 由 定义 5.5.2 得 结论 成 立 . 证 毕 . 

定理 5.5.2 表明 , 从 组 合 预 测 有 效 度 角度 而 言 , 组 合 预测 模型 (5.5.1) 的 最 优 解 
所 对 应 的 组 合 预 测 均 不 会 比 “ 最 差 ” 的 单项 预测 方法 还 要 差 . 

推论 5.5.1 若 第 i 种 单项 预测 方法 的 预测 精度 序列 与 第 ; 种 单项 预测 方法 
的 预测 精度 序列 的 相关 系数 pi; < (一 1, 1), 则 组 合 预 测 模型 (5.5.1) 最 优 解 所 对 应 的 
组 合 预 测 方法 是 优 性 组 合 预 测 方法 . 


证 明 ”因为 pi e (1,1), 由 式 (5.5.6)、(5.5.7) 知 
o(A) < 》 1c(4i)， 
i=1 


所 以 式 (5.5.9) 的 严格 不 等 号 成 立 , 由 定理 5.5.2 证 明 过 程 知 , (5.5.10) 式 也 严格 不 等 
号 成 立 . 即 


M(U, 2 , lh,) > max{ Ms, i 一 1,2,..….,m} 一 Amax， 


由 定义 5.5.2 知 结论 成 立 . 证 毕 . 

推论 5.5.1 的 条 件 一 般 来 说 是 很 容易 满足 的 , 组 合 预 测 模型 (5.5.1) 最 优 解 所 
对 应 的 组 合 巴 测 方 法 要 “好 于 ”单项 预测 方法 中 的 “最 好 ”者 , 可 见 , 组 合 预测 模型 
(5.5.1) 确实 综合 利用 了 各 单项 预测 方法 提供 的 信息 . 

推论 5.5.2 ”车 E(41) = ,wp,{B(4)},o(4) = max,{o(4)}, 则 简单 平均 
组 合 预 测 方法 至 少 为 非 劣 性 组 合 预测 方法 . 

证 明 因为 B(41) = ,ggin {E(4D)jc(4) = max {c(C4)} 所 以 


1&igm 


Mi = min{ Mi,1 三 1,2,. … ,m}. 


在 简单 平均 组 合 预测 方法 中 , 即 令 4 = 42 ==… = lm = 1/m, 将 其 代入 (5.5.9) 式 得 


MI(1/m,1/m,...,1/m)> 二 > E(Ai) ( - 过 0 > E(A1)(1 — o(A1)) 


一 工 


=min{M:;,i = 1,2,.…,m}. 
由 定义 5.5.2 知 结论 成 立 . 证 毕 . 


5.5.3 兄 余 信息 的 判定 定理 


对 于 组 合 预测 模型 (5.5.1), 有 如 下 结论 成 立 . 
定理 5.5.3 ”组 合 预 测 模型 (5.5.1) 的 最 优 目标 函数 值 是 参与 组 合 预测 的 各 单 
项 预测 方法 总 个 数 m 的 单调 不 减 函数 , 即 


M*(l1, 2,: ,lm) < M* (l,l2,: ”” ,lm+1), 


其 中 M*(1,12,… ,lm) 表示 m 个 单项 预测 方法 参与 的 组 合 预 测 模型 (5.5.1) 对 应 的 
最 大 组 合 预 测 有 效 度 ,，M*(L1,12,…, lm+1) 表示 再 增加 一 个 单项 预测 方法 参与 的 组 
合 预 测 模 型 对 应 的 最 大 组 合 预测 有 效 度 . 
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证 明 设 L" = (i 如 …, 砍 )7 为 m 个 单项 预测 方法 参与 的 组 合 预测 模型 
(5.5.1) 的 最 优 解 , 由 式 (5.5.1) 知 
oy 2 
2 


M*(l1, 72， mn) 


N mm 
= >》 Q: (: _ 
t=1 


?一 


N mm 
一 > Qs 一 
t=1 i=1 


其 中 =1,l 20,1= 1,2,- 


辣 理 ， 设 工 = (人 ,Piom+l)7 为 再 增加 一 个 单项 预测 方法 , 共 m 十 1 个 单 
项 预测 方法 参与 的 组 合 预测 模型 (5.5.1) 的 最 优 解 , 则 有 


M* (hbo. “ nn) 


N mm 十 1 2]3 
全 全 Se | ? 
t=1 i—1 
nl . 
hh Dl20 Lm 


模型 (5.5.1) 的 可 行 解 , 则 有 


和 “ * ,0) 


A 


一 47(01 12， ” … 1) 


从 而 结论 成 立 . 证 毕 . 
定理 5.5.3 表明 , 组 合 预 测 模型 (5.5.1) 可 能 存在 元 余 预 测 方法 . 通常 认为 组 合 
预测 模型 (5.5.1) 的 最 大 组 合 预测 有 效 度 , 一 定 是 参与 组 合 预测 的 单项 预测 方法 个 
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数 m 的 严格 单调 增加 函数 , 然而 , 定理 5.5.3 证 明了 当 再 增加 一 个 单项 预测 方法 时 ， 
组 合 预 测 模 型 (5.5.1) 的 最 大 组 合 预测 有 效 度 可 能 不 变 . 

下 面 一 个 定理 为 元 余 信 息 提供 了 判定 方法 . 为 此 先 证 明 一 个 引 理 . 

引 理 5.5.1 设 和 A=(hit)i,xw 为 组 合 预测 模型 (5.5.1) 的 预测 精度 矩阵 , 4 的 
秩 为 1 若 (4h1) = max{B(4i),i = 1,2,…,mj}, 则 有 


pi7 三 |， 了 一 1 0 天 Mi = max {M;}, 
1<&i&m 


其 中 pi 为 第 i 种 单项 预测 方法 的 预测 精度 序列 与 第 ; 种 单项 预测 方法 的 预测 精度 
序列 的 相关 系数 , Mi 为 第 i 种 单项 预测 方法 的 预测 有 效 度 . 

证 明 ”对 预测 精度 矩阵 4 进行 分 块 , 设 4 = (af,aJ,…,aL)?, 即 ai = 
(hai, 4ia ,AiNn) 为 4 的 第 i 行 ， i 二 1,2,…,m. 先 证 明 al 尖 0. 

车 al = 0, 则 有 已 (41) = 2 Qh 二 0, 因为 B(41) = RE, {BE(A)}, 注意 到 
A 为 非 负 和 矩阵 , 所 以 (hi) = 0, 从 而 ai = 0,i==2,3,…,m, 即 和 4=0, 这 与 4 的 
秩 为 1 矛盾 . 所 以 at 关 0 成 立 . 

因为 4 的 秩 为 1, 所 以 存在 比例 常数 & 关 0, 使 得 @; = Kal,i = 2,3,…,m, 则 


有 
N N 
BC4i)=》 QA = 》 QkiAn = RBE(A), i=2,.…,m, (5.5.11) 
t 一 1 t=1 
N 委 
o(4i) = » Qi(Ai — E(Ai))? 
t=1 
N 要 
= 位 Qi [ki A1t 一 eta | = kio(A1). (5.5.12) 
所 以 
N 
pij = > Qi(Ait — E(Ai)(Ast — E(Ai))/(o(Ai)o(Ai)) =1. (5.5.13) 
t=1 
又 由 式 (5.5.11) 及 (41) = ,max {BE(4)} 知 
ki € [0, 1]. (5.5.14) 


由 定义 5.5.1 和 式 (5.5.11), (5.5.12) 知 


M; 一 E(Ai)(l 一 o(Ai)) 三 kiE(A)(l 一 jiza(41)). 
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MMi 可 视 为 的 一 元 二 次 函数 , 在 态 & [0,1] 区 间 上 Mi 为 态 的 严格 单调 增 函数 . 所 
以 Mi; < BE(A1)(1 ~ ci)) = Mi. 证 毕 . 

定理 5.5.4 ”和 若 组 合 预测 模型 的 相对 误差 矩阵 召 = (ez),,xw 中 , 任意 第 二 列 
元 素 eltyeat ,emz 的 符号 完全 相同 , t = 1,2,.…,NN, 且 满 足 上 述 引 理 5.5.1 的 条 
件 , 则 组 合 预 测 模型 (5.5.1) 的 元 余 度 为 (m 一 1)/m. 即 后 面 的 mm - 1 种 单项 预测 方 
法 为 元 余 预 测 方法 . 

证 明 因为 台中 任意 第 t 列 元 素 elt ez2t,… ,ems 的 符号 完全 相同 , t € {1, 2 ……， 


N}. 
所 以 | > ,Let| = > ,leite {1,2,…, 入}, 注意 到 》 1 = 1,li>0, 于 是 有 
i=1 i=l1 i=1 
4 一 1 一 leit 二 1 一 》 leiz! 一 >》 (1 一 |ei|) 一 YhiAx, (5.5.15) 
i=1 i=1 i=l1 Yi 一 工 


N N m m N m 
E(A) = >», QiAs = > 9》， lAit = >》 (> Qu) = SLE(A;). (5.5.16) 
t=1 t=1 il il \t=l i=1 


所 以 


I 
2 


N 2 N m m 2 
o(A)= CA = {ge » liAs -Dace)| | 
t=1 t=1 2=1 i=l1 
一 Be 十 Drolet ) (5.5.17) 
i=l 5 


其 中 pij 为 第 i 种 单项 预测 方法 的 预测 精度 与 第 ; 种 单项 预测 方法 的 预测 精度 的 相 
因为 上 过 引 时 的 条 件 靖 忌 所 以 有 oz = 1, 即 
o(A) = Yao) (5.5.18) 
1 
由 定义 5.5.1 及 式 (5.5.11)、(5.5.12)、(5.5.14)、(5.5.16)、(5.5.18) 知 


Ml(li, 2 ,bmn) = E(A)(1 ~ o(A)) = SB(4;) (: 一 et 
i=1 i=1 
一 YB(A) ( 一 re 邻 尼 i 二 1. (5.5.19) 
i=1 i 二 1 


因为 》 6=1,ke (0,1, 所 以 0< 》 lk < max{ki=l,2,.,m}=h=1. 
i i=1 


i=1 
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同 理 ，M(L,12,…,lm) 可 视 为 》 iki 的 一 元 二 次 函数 , 它 在 [0,1] 区间 上 为 


i=1l1 
》_ 4ks 的 严格 单调 增 函 数 . 所 以 有 
i=1 
M(l, bh, “0 , lm) < E(A1)(1 一 al(41)) 一 Mi. 


由 式 (5.5.19) 知 
M(1,0,..…,0) = Mi. 
所 以 工 = (1,0,…,0)T 为 组 合 预 测 模型 (5.5.1) 的 最 优 解 . 即 后 面 的 m - 1 种 单项 
预测 方法 为 元 余 预 测 方法 . 
若 组 合 预 测 模型 的 元 余 度 (m 一 1)/m, 它 表示 组 合 预 测 中 只 有 一 个 单项 预测 方 
法 提供 有 效 信息 , 因此 我 们 称 这 种 组 合 预测 为 无 效 组 合 预测 . 上 述 定理 给 出 无 效 组 
合 预测 存在 的 一 种 情形 . | 

定理 5.5.5 ”在 组 合 预测 模型 (5.5.1) 中 , 车 第 i 种 单项 预测 方法 优 超 第 种 单 
项 预测 方法 , 则 组 合 预测 模型 (5.5.1) 的 元 余 度 至 少 为 1/m. 

证 明 令 了 = (wij)m,xm 为 m 种 单项 预测 方法 的 预测 精度 序列 的 协 方差 矩阵 ， 
其 中 wz = o?(4i) 表示 第 i 种 预测 方法 的 预测 精度 序列 的 方差 , v;; = cov(4i, 4j) 为 
第 i 种 预测 方法 与 第 7 种 预测 方法 的 预测 精度 序列 的 协 方差 , 显然 V = (v7) 
为 m 阶 对 称 和 矩阵 , 由 式 (5.5.5) 和 式 (5.5.6) 知 , 存在 ao & [0, 1], 满足 


E(A)= ao 3 liBE(Ai) + (1— oo), 


一 1 
o2(A) 一 az 三 1202(A;) 十 》， | 
i=1 i 
注意 到 pijyo (hi)o(4;) = cov(4i;, 4;) = vi;, 则 有 
o2(A) 一 a? 也 l202(A;) 十 》， | 一 oeLT'™VL, 
i 二 1 i 


其 中 工 = (h1,12,…,lm)” 为 组 合 预测 加 权 向 量 . 
假设 L*” = ( 玉 ,… 为 组 合 预测 模型 (5.5.1) 的 最 优 解 , 且 第 


k 种 单项 预测 方法 不 为 元 余 预 测 方法 , 即 大 > 0, 且 》 ,六 = 1. 则 与 7* 对 应 组 合 预 
?一 1 
测 模型 (5.5.1) 的 目标 函数 值 为 


RM 人 一 Ba 十 (1 一 由 一 ao(I"TVL') |]. 
j=1 
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构造 向 量 _ 
L=IL*+E= (0, ,+ 0, 人) 工 ， 
其 中 工 = (0,…, 矿 ,…, 一 此,…,0)T, 即 工 的 第 i 个 分 量 为 尼 , 第 天 个 分 量 为 一 忆 ， 
其 余 m 一 2 个 分 量 全 为 0. 显然 , 上 为 组 合 预 测 模型 (5.5.1) 的 一 可 行 解 , 则 与 上 对 
应 组 合 预 测 模型 (5.5.1) 的 目标 函数 值 为 
M(t 0, ,bs,) 


= { 也 BE(A;) + UE(h;) 一 sc +(1— | LE 一 om (isvri | ， 


j=1 


Livi=(L*+iTV(+i)= LV +2oLrvVi*+Lrvi 
一 L*IVL* 十 2 大 》， 0 (Vij 一 Vkj) 十 L122 (vis 一 Ukk ). (5.5.20) 
了 天 有 
又 因为 第 i 种 单项 预测 方法 优 超 第 种 单项 预测 方法 , 所 以 由 定义 5.5.3 知 
E(Ai) > E(Agp), Vii <vVkky Vi <Vkj, j=1,,m, jk. 


注意 到 假设 及 > 0, 且 由 式 (5.5.20) 知 


ITV < TIVE, > BE(A;)+UE(A:)— UE(A:) > > WE(A;). 
j=1 j=1 
所 以 
M(B ,B+ 0 i) > M(lt, ,bk bin): 


而 这 与 工 = (好 ,… ,从 ,… ,说 ,…, 己 ,)7 为 组 合 预测 模型 (5.5.1) 的 最 优 解 矛盾 ! 所 
以 假设 不 成 立 . 从 而 第 种 单项 预测 方法 一 定 是 元 余 预 测 方 法 , 此 即 组 合 预 测 模型 
(5.5.1) 的 元 余 度 至 少 为 1/m. 证 毕 . 


5.5.4 组合 预测 模型 的 近似 求解 方法 fl 


从 模型 (5.5.1) 的 目标 函数 可 知 , 由 于 绝对 值 的 存在 使 得 模型 (5.5.1) 的 目标 函数 
不 可 导 , 因此 模型 (5.5.1) 实 为 不 可 微 非 线 性 规划 , 同时 组 合 预 测 权 系 数 ,12,… ,lm 
所 在 的 位 置 也 很 分 散 , 所 以 当 NN 和 mm 较 大 时 , 模型 (5.5.1) 的 计算 复杂 度 较 大 . 下 
面 讨论 组 合 预 测 模型 (5.5.1) 的 一 种 近似 求解 方法 . 基本 思路 是 把 这 种 不 可 微 非 线 
性 规划 转化 成 可 微 非 线 性 规划 来 求解 . 


5.5 ”基于 二 阶 预 测 有 效 度 的 优 性 组 合 预 测 模型 :103 . 


根据 (5.5.5)、(5.5.6) 两 式 知 , 组 合 预测 模型 (5.5.1) 等 价 于 如 下 最 优化 模型 


max M (l1, 12,: ’ ,lm) 


一 民 > UB(A;) 十 (1 一 oq)| 


i=1 


i=1 i 


st. | 2 一 (5.5.21) 


其 中 ao € [0, 1] 为 常数 . 

下 面 介 绍 最 优化 模型 (5.5.2) 的 特例 , 为 此 先 引进 一 个 推论 . 

推论 5.5.3 ”组 合 预测 模型 的 相对 误差 矩阵 五 = (ess),,xw 中 , 若 任意 第 写 列 
元 素 ett e2t,"… ,emt 的 符号 完全 相同 , t = 1 2 ……， N, 则 模型 (5.5.1) 的 组 合 预测 精 
度 序列 {41,t = 1,2,…, NN} 的 数学 期 望 B(4) 和 标准 差 o(4) 满足 


i- Be 2(Ai) + > hiljpio(Ai)o(A; | 


E(A) = Dua) 
3 (5.5.22) 
o(A)= D7) 4 Thiljpy0( 4)o(&,) ， 
i=1 i 


其 中 》 = 1,4 > 0,1= 1,2,… ,ms BC) 为 第 i 种 预测 方法 的 预测 精度 序列 的 数 


i=l 
学 期 望 , o(4;) 为 第 i 种 预测 方法 的 预测 精度 序列 的 标准 差 . et 为 第 i 种 预测 方法 
第 t 时刻 的 预测 相对 误差 , i = 1,2,…,m,t = 1,2,.…,N. 

证 明 参 见 定理 5.5.4 的 证 明 过 程 . 

推论 5.5.3 表明 , 组 合 预 测 模型 的 相对 误差 矩阵 巨 = (ett)，.w 中 , 若 任意 第 
t 列 元 素 eli, eat ,emt 的 符号 完全 相同 ,上 = 1,2,…, NN, 则 二 阶 组 合 预 测 有 效 度 
Ma 1 mm) 为 

M(l1,l2,° ,lm)= E(A)[1 — o(A)] 


1 


-y\ cu- 区 2( 4 十》 liljpisol core | 
i=1 


1 


特别 地 , 若 任 意 两 种 预测 方法 的 预测 精度 序列 的 相关 系数 为 零 , 即 pi; = 0,i,5 = 
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max M(li,l2,: ,lm) = > liB(A;) 人 一 > 1202(A;) | 
?一 工 z 一 1 
li=1, 
s.t. | 2 ! (5.5.23) 


hi >0, i=1,2,...,m. 


模型 (5.5.21)、 模 型 (5.5.23) 与 模型 (5.5.1) 相 比 一 个 显著 特点 是 它 去 掉 了 模型 
(5.5.1) 中 目标 函数 的 绝对 值 , 且 模型 (5.5.2)、 模 型 (5 5.3) 均 为 可 微 的 非 线 性 规划 ， 
已 有 现成 的 计算 软件 , 易于 求解 

另外 , 关于 模型 (5.5.2) 中 ao 的 选取 , 可 根据 各 单项 预测 方法 相对 误差 在 相同 
时 刻 t 的 符号 的 不 一 致 程度 取 不 同 的 wo， 在 推论 5.5.3 的 条 件 满足 的 情况 下 , 取 
ao = 1, 若 相 对 误差 的 符号 不 一 致 的 程度 越 严重 , 则 ao 的 取 值 将 偏 小 一 点 . 


5.5.5 实例 分 析 


本 节 应 用 文献 [77, 78] 的 数据 进行 实例 分 析 . 某 省 1980~1992 年 化 工行 业 专 门 
人 才 数 的 统计 资料 及 采用 两 种 预测 模型 的 预测 数值 , 预测 精度 序列 值 及 相对 误差 见 
表 5.5.1. 

表 5.5.1 ”两 种 预测 模型 的 预测 数值 、 预 测 精度 序列 值 及 相对 误差 


. 单项 预测 方法 预测 值 预测 精度 序列 值 单项 预测 方法 相对 误差 
年 份 实际 信 T1t Pot Alt A2t elt Ce2t 

1 6014 5266.7 4348.8 0.8758 0.7271 0.1242 0.2729 
2 6398 6027.1 5393.8 0.9420 0.8431 0.0580 0.1569 
3 6181 6888.7 6520.2 0.8855 0.9461 一 0.1145 一 0.0539 
4 7416 7851.6 7727.4 0.9406 0.9580 一 0.0594 一 0.0420 
5 9076 8915.6 9015.6 0.9823 0.9934 0.0177 0.0066 
6 8399 10089.9 10385.9 0.7997 0.7636 一 0.2003 一 0.2364 
7 9215 11347.4 11835.2 0.7792 0.7151 一 0.2208 一 0.2849 
8 11125 12715.2 13366.5 0.8571 0.7985 一 0.1429 一 0.2015 
9 14120 14185.2 14978.8 0.9954 0.9392 一 0.0046 一 0.0608 
10 17238 15754 16672.2 0.9139 0.9672 0.0861 0.0328 
11 18689 17425.9 18446.5 0.9324 0.9870 0.0676 0.0130 
12 20592 19198.5 20301.9 0.9323 0.9859 0.0677 0.0141 
13 22665 21072.4 22238.3 0.9297 0.9812 0.0703 0.0188 


通过 表 5.5.1 的 数据 不 难 发 现 , 这 两 种 单项 预测 方法 在 任何 某 个 时 刻 t 的 相对 
误差 符号 均 相同 , 即 对 任意 te {1,2,…,13},e1t 与 es 符号 均 相 同 , 从 而 推论 5.5.3 
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的 条 件 满足 , 所 以 由 式 (5.5.21)、(5.5.22) 得 


E(A)= 11E(A1) 十 52 五 42)， 


i 
2 


cl(4) = [ic2(41) + L202(A2) + 2l1l2p120(A1)o(A2)] >. 
经 计算 得 , 两 种 预测 方法 的 预测 精度 序列 的 均值、 方差 及 相关 系数 分 别 为 
E(Ai1) = 0.9051， o2(Ai) = 0.0038， 
E(A2) = 0.8929， ca2(42) = 0.0105， pi2 = 0.7884. 
所 以 将 这 些 数据 代入 最 优化 模型 (5.5.21) 中 可 得 如 下 最 优化 模型 


max M(l1,12) = (0.905111 + 0.892912) [1 — (0.00381? + 0.009961112 + 0.010512)] 2 ， 


+l2=1, 
ti (5.5.24) 
之 0,l2 之 0. 


利用 Matlab 最 优化 工具 箱 计算 得 上 述 最 优化 模型 的 解 为 
=1, =0, MG 全) = 0.8493， 


其 中 目标 函数 M( 信 , 芒 ) 为 预测 有 效 度 . 
显然 , 最 优化 模型 解 的 结果 表明 第 二 种 单项 预测 方法 为 元 余 预 测 方法 . 另外 , 从 
定义 5.5.3 的 角度 来 看 上 面 的 计算 结果 . 比较 两 种 预测 方法 的 预测 精度 序列 的 均值 
和 方差 结果 则 有 
E(A1) > E(A2), ca2(41) < o2(42)， 


由 定义 5.5.3 知 , 第 一 种 单项 预测 方法 优 超 第 二 种 单项 预测 方法 , 所 以 本 例 正好 
满足 定理 5.5.5 的 条 件 , 从 而 由 定理 5.5.5 的 结论 知 , 第 二 种 单项 预测 方法 为 元 余 预 
测 方法 . 所 以 模型 (5.5.24) 的 最 优 解 的 结果 与 定理 5.5.5 的 结论 是 一 致 的 . 从 而 实例 
分 析 也 表明 了 定理 5.5.5 的 结论 的 正确 性 . 

另外 , 从 定义 5.5.3 来 看 , 本 例 直 观 上 可 以 认为 第 一 种 单项 预测 方法 要 “好 于 ” 
第 二 种 单项 预测 方法 ， 第 二 种 单项 预测 方法 只 提供 元 余 信 息 ， 经 计算 最 优化 模型 
(5.5.24) 的 解 和 定义 5.5.3 的 直观 具有 一 致 性 , 这 个 实例 分 析 从 另外 一 个 角度 说 明了 
定义 5.5.3 具有 一 定 的 道理 . 

然而 文献 [78] 中 给 出 的 近似 算法 中 存在 一 个 缺陷 . 文献 [78] 认为 两 种 单项 预测 
方法 是 相互 独立 的 , 即 认为 p12 = 0, 从 而 它 的 近似 最 优 解 [ 中 为 


17* = 0.7343,， 1* = 0.2657， MO 1) = 0.8383, 
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其 中 目标 函数 M( 人 ,名 ) 也 表示 预测 有 效 度 . 

显然 ME 区 > (2)， 即 以 预测 有 效 度 作 为 判断 准则 , 本 节 提 出 的 算法 
结果 优 于 文献 [78] 的 算法 , 结果 令 人 满意 . 

本 节 模 型 (5.5.21) 算法 的 计算 步骤 可 概括 为 : 

(1) 利用 m 个 预测 方法 对 指标 序列 进行 预测 得 {xt,i = 1,2,…,m,t = 1,2,.…， 
Nj}, 由 此 计算 不 同时 刻 的 精度 序列 {Ait,i = 1,2,…,m,t = 1,2,…,N} 及 其 均值 
已 (4i), 方差 c (4i) 及 相关 系数 piy,4,j = 1,2,…,m. 

(2) 给 定 ooel0, 1], 按 模 型 (5.5.21) 计算 最 优 的 权 系 数 疗 ,如 ,…… ,局 . 

(3) 按 zw = 》 Wtzit 进行 组 合 预测 , t= 二 LN 十 2 

i=1 

本 节 就 二 阶 预测 有 效 度 对 组 合 预测 模型 的 优 性 特征 和 组 合 结构 作 了 进一步 分 
析 , 得 到 了 一 些 有 益 的 结论 . 并 对 二 阶 预 测 有 效 度 的 组 合 预测 模型 讨论 其 近似 求解 
方法 , 实例 计算 结果 表明 , 该 模型 的 确 综合 利用 了 各 种 单项 预测 方法 所 提供 的 信息 . 


5.6 ”回归 型 组 合 预 测 模型 的 权 系 数 估计 及 其 显著 性 检验 [9 


目前 以 预测 误差 平方 和 达到 最 小 的 组 合 预测 权 系数 的 计算 主要 利用 数学 规划 
模型 求 得 . 但 在 实际 问题 中 , 有 时 会 出 现 某 个 单项 预测 模型 在 组 合 预测 中 的 权 系 数 
接近 于 零 . 这 说 明 组 合 预测 对 该 单项 预测 模型 的 偏重 程度 较 小 . 能 否 在 组 合 预 测 中 
噜 除 该 单项 预测 模型 , 有 必要 对 组 合 预 测 的 权 系 数 进行 显著 性 检验 . 因此 , 本 节 从 
统计 学 的 角度 考虑 , 首先 建立 组 合 预测 的 线性 模型 ,然后 给 出 其 权 系 数 的 最 小 二 乘 
(LS) 估计 及 其 统计 假设 检验 . 
5.6.1 组 合 预测 线性 模型 的 建立 


设 对 同一 预测 对 象 的 某 个 指标 序列 为 {zt,t = 1 2……Nh}, 存在 m 种 单项 
预测 方法 对 其 进行 预测 , 设 zit 为 第 i 种 单项 预测 方法 在 第 t+ 时刻 的 预测 值 i = 
1,2,.…,m,t= 1,2,..…,N, 

te 一 lix1t 十 laT2t 十 … 十 lmTmt, (5.6.1) 
则 多 为 zi 的 组 合 预 测 值 , 1, 12,… ,lm 分别 为 m 种 单项 预测 方法 的 加 权 系 数 , 令 


Et 一 2t 一 ba (5.6.2) 


则 e: 为 组 合 预测 在 第 t 时 刻 的 预测 误差 , et 为 一 随机 变量 , 设 es 服从 均值 为 零 , 方 
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差 为 o?2 的 正 态 分 布 . 由 (5.6.1)、(5.6.2) 两 式 可 得 如 下 线性 模型 


21 = HT1t + lor2t + 二 lmTmt + el, 


2Z2 = x1t + Ll2T2t tt lmTmt + e2, 


(5.6.3) 
ZN = 71 二 lox2t + + lmTmt + EN. 
显然 , 加 权 系 数 应 满足 
有 二 二 可 于 (5.6.4) 
令 YY = (zl XT2 rN)',e= (el €2 en)T,L= (1 {2  …: Im) ,R= 
(1 1 … 1)?",R 是 元 素 全 为 1 的 m 维 列 向 量 ， 
Z11 ZX21 Tml 
X12 X22 Tm2 
X = » 
ZIN XoN i TmN 
则 式 (5.6.3)、(5.6.4) 可 化 为 如 下 矩阵 形式 
Y=XL+ie, 
| RIL (5.6.5) 
此 为 含 等 式 约 束 的 线性 模型 . 


5.6.2 含 等 式 约束 的 组 合 预测 线性 模型 的 权 系 数 LS 估计 及 其 性 质 


先 介 绍 含 等 式 约 束 的 LS 估计 的 定义 . 
定义 5.6.1 ”对 于 线性 模型 (5.6.5), 车 上 满足 
IY -XL= min llY— XLI, 
RTL=1 

则 称 为 权 系数 向 量 的 的 一 个 LS 估计 ,其 中 |Y 一 XL?=(Y 一 XD)T(Y 一 XL). 

为 了 求 组 合 预测 权 系 数 向 量 的 也 的 一 个 LS 估计 , 引进 下 述 一 个 有 关 和 矩阵 的 
事实 . | 
引 理 5.6.1[ 生 ” 设 Spxy 为 对 称 可 道 秆 阵 , Lgxyp 为 行 满 秩 和 矩阵 , 则 有 

Ss IT /SS-1LT(LS-1LT)-iLS! S-1LT(LS-1LT)-! 

Io | (LS-1LT™)-1LS! —(LS-1LT)-! 

在 线性 模型 (5.6.5) 中 , 入 为 N xn 和 矩阵 , 一 般 有 N > n, 且 天 为 列 满 秩 和 矩阵 
则 有 处 7 和 为 对 称 可 逆 和 矩阵 . 
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定理 5.6.1 ”线性 模型 (5.6.5) 的 LS 估计 为 


L 一 AlXTiY 十 12， 


其 中 
A = (XTX)! (XTX) IR(RT(XTX) IR) RT(XTX),, 
A12 = (XTX) IR(R (XIX) IR)!. 

证 明 ”组 合 预测 线性 模型 (5.6.5) 的 LS 估计 即 求 如 下 优化 问题 的 最 优 解 
min| 普 一 瑟瑟 上， 
st.RIL=1. 

由 Lagrange 乘 子 法 , 构造 辅助 函数 
Q(L,N =|Y -XL +2ARTL -1). 
由 极 值得 当 必 要 条 件 可 得 如 下 正规 方程 组 


| XTXL+AR= XTY, 


5.6.6 
RIL=1. ( ) 


由 行列 式 的 降 阶 定理 知 , 式 (5.6.6) 方程 组 系数 矩阵 的 行列 式 非 零 , 所 以 式 (5.6.6) 方 
程 组 存在 唯一 解 , 由 引 理 5.6.1 知 


XIX RR 411 Ai2 
R' 0 aa 4 广 

其 中 Au1, 41z2 同上 , hzi = (RT(XTKX)-1R)-1RT (XTX)!, A22 = (R(XTX)-! 
R)-!, 所 以 下 = A11XTY + Aiz, 和 二 Az1XTY 十 422, 下 证 工 为 优化 问题 的 最 
优 解 . 

设 8 为 满足 RTB = 1 的 n 维 列 向 量 , 则 

IY — XB?= |(Y — XL) + (XE XP) 

=|Y — XL + XE XB +2(Y — XLT(XL — XP), 
其 中 
(Y — XTXE— XP) = ART( 人 下 一 B) = MARTL- RTA)=0. 

所 以 YY 一 XX8|?2 > | 一 XX 世上 2, 即 工 = AiXTY 二 Ais 为 式 (5.6.5) 的 LS 估 
计 . 证 毕 . 
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定理 5.6.2 外 = AL1XTY + A1s 为 线性 模型 (5.6.5) 中 了 的 最 佳 线 性 无 偏 
估计 . 

证 明 因为 Y= 苹 L+e, 且 EB(e) =0, 所 以 BY = XL, 注意 到 RIL=1, 所 
以 

EL= E(AuX'Y 十 A1i2) = AllXTXL 十 412 

= [(XTX)-i— (XTX)-!R(RT(XTX)-IR) IR (XTX)-!]XTXL 
+(XTX)-IR(R'(XTX)-1R)-!=L. 

即 二 = Ai1XXTY + hi12 为 工 的 无 偏 估计 . 

设 AY 为 工 的 任 一 无 偏 估计 , 即 B(AY)= 工 , 则 有 

cov(AY) = o244T， cov(L)=o2A1XTXAL. 
所 以 
cov(AY)— cov(L)=0°(A— ALX™)(A— AlX'™)' >0. 

从 而 工 为 工 的 最 小 方差 线性 无 偏 估计 . 证 毕 . 
5.6.3 组 合 预测 的 权 系 数 显著 性 检验 

通过 参数 估计 获得 的 组 合 预测 的 权 系 数 后 , 若 发 现 有 的 预测 方法 的 权 系数 接近 
零 , 则 必须 对 权 系 数 进 行 显著 性 检验 , 即 检验 假设 

Hi:li=0, 1l1&igm. 

若 旦 被 接受 了 , 则 表明 第 i 种 预测 方法 与 组 合 预 测 无 显著 关系 , 此 时 可 以 去 掉 第 i 
种 预测 方法 . 

因为 二 = Ai1XXTY + hiz, 所 以 上 服从 多 元 正 态 分 布 N(L,o2Al1XTXAT). 

记 C = (cij)mxm = 411XTX 4 则 服从 一 元 正 态 分 布 N(li,0?cis), 令 


22=|Y — XE/N -m1), 
22 为 02 的 一 个 估计 . 下 面 构造 统计 量 . 令 
T; = bh/GVen. 
当 假设 也 成 立时 , Ti 服从 自由 度 为 (N -mm 一 1) 的 + 分 布 . 检验 假设 瑟 的 拒绝 域 为 
Wa = {tl > 培 (N -mJD)}, 


a & (0,1) 为 显著 性 水 平 , 因此 , 当 | 五 | < tg (N 一 m 一 1) 时 , 则 接受 假设 及 , 可 以 去 
掉 第 i 种 预测 方法 . 
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6.1 基于 Ls 和 Li 范 数 的 加 权 几 何平 均 组 合 预测 方法 


根据 组 合 预 测 模型 的 组 合 形式 不 同 ,组合 预 测 一 般 可 分 为 线性 组 合 预测 和 非 线 
性 组 合 预 测 . 加 权 算术 平均 组 合 预测 属于 线性 组 合 预测 , 而 加 权 调 和 平均 组 合 预测 
和 加 权 几 何平 均 组 合 巴 测 属于 非 线性 组 合 预测 ， 有 时 加 权 几 何平 均 组 合 预 测 可 以 
取得 比 加 权 算术 平均 组 合 预 测 更 好 的 结果 oj， 目前 提出 的 加 权 几 何平 均 组 合 预 测 
模型 的 参数 估计 均 是 基于 预测 误差 向 量 的 La 范 数 最 小 为 准则 的 . 本 节 建 立 基于 对 
数 误差 向 量 L; 和 Lo 范 数 的 加 权 几 何平 均 组 合 预测 模型 
6.1.1 基于 La 范 数 的 加 权 几 何平 均 的 组 合 预测 模型 

加 权 几 何平 均 组 合 预 测 是 常用 的 组 合 预测 方法 之 一 ， 它 有 时 比 加 权 算术 平均 
组 全 预测 方法 有 更 好 的 组 合 预测 效果 . 下面 给 出 其 模型 , 并 讨论 组 合 预测 权 系数 的 
估计 

根据 加 权 几 何平 均 数 计算 公式 , 令 


mm 
人 一 zx， (6.1.1) 
i—=1 


其 中 人 为 第 tt 时 刻 的 加 权 几 何平 均 组 合 预测 值 ,zit 为 第 i 种 单项 预测 模型 在 第 t 


且 》.15= 1, 之 0,7 = 1,2,.…,m. 


i=1 
为 了 计算 加 权 几 何平 均 组 合 预 测 的 权 系数 , 将 式 (6.1.1) 两 边 取 自然 对 数 得 
ln 人 -Hainan t= 1,2,… AN. (6.1.2) 
i=1 


mm 
Inzt = 》 blnza, t=1,2,.…,N. (6.1.3) 
i=1 
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然而 由 于 多 种 因素 的 影响 ， 组 合 预 测 的 误差 一 般 是 不 可 避免 的 . 因此 定义 如 下 形式 
的 预测 误差 . 
定义 6.1.1 令 


N mm 2 
= -2 e2 一 > (ma 一 》 mos] ) (6.1.4) 
tl t=1 i=1 


N 
则 称 J = 》) 2 为 基于 Lz 范 数 的 加 权 几 何平 均 的 组 合 预测 对 数 误 差 


t=1 
基于 Lz 范 数 的 加 权 几 何平 均 的 组 合 预测 对 数 误 差 越 小 表示 预测 越 精确 , 因此 ， 
基于 Lz 范 数 的 加 权 几 何平 均 的 组 合 预 测 模型 为 下 列 最 优化 问题 


: 2 
minJ = > er, 
t=1 


2 liline — nzi) = et = 1,2,..…,N, 
St (6.1.5) 


D0 
¢=1 


记 R 一 (1, 1, “ ;1) ， 民 为 元 素 全 为 1 的 m 维 列 向 量 ， L= (11, 2, “0 ,lm) ,Cit 一 
Inzx: — Inzia, BE = (> Citejt , 其 中 百 称 为 加 权 几 何平 均 组 合 预测 的 对 数 误 
t=1 mxm 
差 信息 矩阵 . 则 有 


N N mm 


mm 2 
je 一 》， 过 li(In zr 一 mo 一 SY) hiljeres 一 LTEL. 
t=1 i=1 


t=1 t=1 i=1 7 一 1 


于 是 , 模型 (6.1.5) 化 为 矩阵 形式 
min J = LTEL, 


RI'L=1 
s.t. | ， (6.1.6) 
1 L>0. 


这 是 一 个 二 次 规划 问题 ,利用 Kuhn-Tucker 条 件 可 将 其 转化 为 线性 规划 模型 来 求 
解 最 优 组 合 预测 权 系 数 向 量 . 
6.1.2 基于 Li 范 数 的 加 权 几 何平 均 的 组 合 预测 模型 


预测 误差 平方 和 作为 预测 精度 的 指标 , 存在 一 定 的 缺陷 . 这 就 是 预测 误差 再 平 
方 后 就 会 使 产生 预测 误差 “放大 ”或 “缩小 ” 的 效应 , 即 若 预测 绝对 误差 的 绝对 值 大 
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于 1 时 , 它 平方 后 比 其 更 大 ; 若 预测 相对 误差 的 绝对 值 小 于 1 时 , 它 平方 后 比 其 更 
小 . 考虑 到 预测 误差 向 量 La 范 数 的 缺陷 , 有 必要 引进 预测 误差 向 量 Li 范 数 这 个 指 
标 , 即 用 预测 误差 绝对 值 和 来 刻画 预测 精度 . 它 的 稳健 性 比 预测 误差 平方 和 要 好 , 特 
别 是 当 数 据 中 有 异常 极端 值 时 , 模型 的 参数 估计 较 稳健 . 


定义 6.1.2 令 
N N mm N 
F=) ell=》 | 》 lesl, B=) le i=1,2,.,m. (6.1.7) 
t=1 t=1 |i=1 t=1 


则 称 五 为 加 权 几 何平 均 的 组 合 预 测 值 和 指标 序列 实际 值 之 间 的 基于 Li 范 数 的 对 
数 误差 . 称 五 为 第 i 种 单项 预测 值 和 指标 序列 实际 值 之 间 的 基于 Li 范 数 的 对 数 
误差 . 

显然 , 下 为 各 种 预测 方法 的 加 权 系 数 向 量 的 函数 , 所 以 已 可 记 为 F(L). 

对 组 合 预测 方法 而 言 , 在 理想 的 情况 下 , 若 没有 预测 误差 , 则 F(I) = 0, 然而 预 
测 误差 是 不 可 避免 的 , 环 ( 工 ) 越 小 表示 加 权 几 何平 均 的 组 合 预测 方法 越 接近 指标 序 
列 实际 值 , 从 而 它 就 越 精 确 有 效 . 因此 , 基于 Li 范 数 的 最 小 对 数 误差 为 准则 的 加 权 
几何 平均 组 合 预测 模型 可 表示 成 如 下 模型 名] 


N 


min F(L)= >》 


t=1 


1 二 1 
“| 2 (6.1.8) 


li 0, 4 一 1,2,..……,m. 


mm 


lieitl, 
1 


“一 


从 模型 (6.1.8) 的 目标 函数 可 知 , 由 于 绝对 值 的 存在 使 得 模型 (6.1.8) 的 目标 了 
数 不 可 导 , 同时 组 合 预 测 权 系数 4,12,… ,tm 所 在 的 位 置 也 很 分 散 , 因此 可 以 通过 如 
下 变换 , 去 掉 模型 (6.1.8) 的 目标 函数 中 的 绝对 值 , 将 其 转化 为 一 个 线性 规划 问题 进 
行 求解. 令 


地 十 ci， 当 ct 之 0 一 一 ct， 当 et & 0 
Et 二 >》， lieit, Et 二 、 ) EL 一 、 》 
i=1 0， 当 e: <0 0, 当 ctz >0 


则 有 


_ 十， -一 _ 一 十 -一 
let|=et +er, ée=éet —er, efter =0. 
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在 上 述 记 号 下 , 模型 (6.1.8) 写成 如 下 模型 
min F(L) = 3 et +er), 
t=1 


> lieit — et 十 Si 二 0， 
i=1 
m 


st.4 Dh=1, (6.1.9) 
z=1 
et >0,e7 >0,t=1,2,..,N, 


ti 之 0,1= 1,2,.…,m 


这 是 一 个 线性 规划 问题 , 可 用 大 M 法 求解 , 也 有 现成 的 线性 规划 软件 来 求解 . 模型 
(6.1.9) 的 最 优 解 L* = ( 语 , 世 ,…, 访 )T 为 基于 Li1 范 数 的 最 小 对 数 误差 为 准则 的 加 
权 几 何平 均 组 合 预 测 权 系数 . 

6.1.3 实例 分 析 


为 了 反映 所 提出 的 组 合 预测 (6.1.8) 的 有 效 性 , 按照 预测 效果 评价 原则 , 选择 
4.7.1 节 组 合 预测 效果 评价 的 指标 体系 . 

应 用 文献 [82] 的 数据 进行 实例 分 析 . 某 省 11 个 年 份 社会 商品 零售 总 额 的 统计 
资料 及 采用 指数 曲线 预测 方法 和 抛物 线 预 测 方 法 这 两 种 单项 预测 模型 的 预测 数值 
见 表 6.1.1. 

表 6.1.1 ”社会 商品 零售 总 额 及 两 种 单项 预测 方法 预测 值 
年 份 零售 总 额 ( 亿 元 ) 指数 曲线 预测 方法 预测 值 Z1t 抛物 线 预测 方法 预测 值 zzt 


1 57.0 54.52 64.48 
2 65.4 62.89 66.74 
3 75.4 72.54 68.72 
4 82.5 83.67 76.61 
5 92.8 96.51 88.42 
6 102.7 111.32 104.15 
7 119.5 128.41 123.79 
8 143.8 . 148.11 147.35 
9 169.7 170.84 174.82 
10 201.0 197.06 206.21 
11 215.2 227.31 241.51 


由 定义 6.1.2 计算 得 两 种 单项 预测 方法 各 个 时 刻 预 测 值 与 相应 的 实际 值 之 间 对 
数 误差 , 见 表 6.1.2. 


114 第 6 章 ” 非 线性 加 权 平 均 的 最 优 组 合 预测 的 有 效 性 理论 


表 6.1.2 ”两 种 单项 预测 方法 对 数 误 差 及 加 权 几 何平 均 组 合 预 测 值 
指数 曲线 预测 抛物 线 预 测 法 Li1 范 数 的 最 小 对 数 误差 准 刚 加 权 几 何平 均 组 


年 份 方法 对 数 误差 cl 。 ”对 数 误差 czt 的 加 权 几 何平 均 组 人 预测 值 。 ” 合 预测 绝对 误差 
1 0.0445 一 0.1233 57.00 0.0 
2 0.0391 一 0.0203 63.88 1.51 
3 0.0387 0.0928 71.50 3.89 
4 一 0.0141 0.0741 81.73 0.76 
5 一 0.0392 0.0483 94.29 一 1.49 
6 一 0.0806 一 0.0140 109.37 一 6.67 
7 一 0.0719 一 0.0353 127.16 一 7.66 
8 一 0.0295 一 0.0244 147.91 一 4.10 
9 一 0.0067 一 0.0297 171.88 一 2.18 
10 0.0198 一 0.0256 199.44 1.55 
11 一 0.0547 一 0.1153 230.99 一 15.79 


所 以 将 这 些 数据 代入 模型 (6.1.8) 中 可 得 如 下 最 优化 模型 


min F(11, 12) =|0.044511 — 0.123312| + |0.039111 — 0.020312| + |0.038711 + 0.092812| 
+|—0.014111 + 0.074112| + |—0.039211 + 0.048312| + | 一 0.080611 
—0.01401z| 十 | 一 0.071911 一 0.035312| 十 | 一 0.029511 -0.02441a| 
十 | 一 0.006711 一 0.029712| + 10.019811 一 0.025612| + | 一 0.054711 
一 0.115312| ， 


| h+l2=l, 

s.t. 

li 之 0,l2 之 0. 

利用 Matlab 最 优化 工具 箱 计算 得 上 述 最 优化 模型 的 解 为 
1* =0.7348, 1# = 0.2652. 


将 模型 (6.1.8) 的 最 优 解 代入 到 (6.1.7) 式 中 , 计算 得 Li 范 数 的 最 小 对 数 误差 淮 
则 的 加 权 几 何平 均 组 合 预 测 值 及 其 绝对 预测 误差 , 见 表 6.1.2. 

按照 预测 效果 的 评价 指标 体系 , 计算 组 合 预 测 模 型 (6.1.7) 的 几 个 指标 得 (1) 平 
方 和 误差 , SSE= 397.0450; (2) 均 方 误差 ,MSE=1.8115; (3) 平均 绝对 误差 , MAE= 
4.1495; (4) 平均 绝对 百分比 误差 ,MAPE=0.0029; (5) 均 方 百分比 误差 ，MSPE= 
0.0011. 文献 [82] 中 给 出 的 是 基于 误差 平方 和 的 加 权 几 何平 均 组 合 预测 模型 ， 其 


计算 最 优 解 为 
17* = 0.5687， #7 = 0.4313. 


文献 [82] 只 给 出 两 个 预测 效果 的 评价 指标 . 即 平方 和 误差 SSE=-449.41, 均 方 百分比 
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误差 MSPE=-0.0122, 可 见 就 这 两 个 评价 指标 而 言 , 本 节 提 出 的 模型 的 结果 优 于 文献 
[82] 的 计算 结果 . 


另外 , 组 合 预测 模型 (6.1.8) 的 Li 范 数 最 小 对 数 误 差 (1f, 区 ) = 入 


t=1 


3 €it| 二 


“一 工 


11 


0.3463, 而 指数 曲线 预测 方法 的 Li 范 数 的 对 数 误差 互 = 》 ,|elit|=0.4388, 抛物 线 预 


t=1 
11 
测 方法 的 Li 范 数 的 对 数 误差 及 = 》) lezs|=0.6031, 所 以 F(8, 攻 ) < min{ 记 ,到 }， 
t=1 
组 合 预测 模型 (6.1.8) 为 优 性 组 合 预测 . 从 而 表明 提出 的 组 合 预 测 方法 的 有 效 性 . 


6.2 基于 Li 范 数 的 加 权 几 何平 均 组 合 预测 方法 的 性 质 
6.2.1 几 个 概念 83] 


本 节 针 对 该 模型 提出 新 的 优 性 组 合 预测 、 预 测 方法 优 超 、 宛 余 度 等 概念 , 研究 
它 的 性 质 , 并 得 出 一 些 有 益 的 结论 ， 从 而 在 理论 上 说 明基 于 Li 范 数 的 加 权 几 何平 
均 的 组 合 预 测 方 法 的 有 效 性 . 
ie Fnin = min{Fi,i = 1,2,.…,m)}, Finax = max{Fi,i = 1,2,.…,m}, 即 Fnin, 
Fmax 分 别 表示 m 种 单项 预测 值 和 指标 实际 值 序列 之 间 最 小 的 和 最 大 的 基于 Li 范 
数 的 对 数 误差 , 的 意义 参见 定义 6.1.2 中 的 式 (6.1.7). 

定义 6.2.1 若 下 ( 工 ) < Fwmin, 则 称 组 合 预 测 模型 (6.1.8) 为 优 性 组 合 预测 , 若 
Fnin 冬 卫 (了 ) < Fmax, 则 称 之 为 非 少 性 组 合 预测 , 若 (IL) > Paax, 则 称 之 为 劣 性 组 
合 预测 . 

定义 6.2.1 表明 , 只 有 加 权 几 何平 均 的 组 合 预 测 的 基于 Li 范 数 的 对 数 误差 小 
于 各 单项 预测 方法 中 的 最 小 者 , 则 该 组 合 预 测 模型 才 为 优 性 组 合 预测 . 即 从 Li 范 
数 的 最 小 对 数 误差 这 个 角度 考虑 , 优 性 组 合 预 测 要 “好 ”于 各 单项 预测 方法 中 的 最 
6 37 者 . 

定义 6.2.2 ”车 第 7 种 和 第 种 单项 预测 方法 预测 对 数 误 差 满足 不 等 式 


lest| < [ext| 一 1,2, ”” ,NN, 且 对 某 个 时 刻 t0 成 立 |ejto| < |ekzoj ,to € {1,2, ,NN}. 


则 称 第 7 种 单项 预测 方法 优 超 第 种 单项 预测 方法 . 若 对 任意 时 刻 均 有 严格 的 不 
等 号 成 立 , 则 称 第 7 种 单项 预测 方法 严格 优 超 第 种 单项 预测 方法 . 

实际 上 , 根据 定义 6.2.2 知 , 若 第 7 种 单项 预测 方法 优 超 第 & 种 单项 预测 方法 ， 
则 有 五 < 可. 即 就 L1 范 数 的 最 小 对 数 误差 这 个 准则 而 言 , 第 7 种 单项 预测 方法 比 
第 种 更 接近 指标 序列 实际 值 , 因此 可 认为 第 ; 种 单项 预测 方法 要 优 于 第 种 单 
项 预测 方法 . 
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定义 6.2.3 ” 若 某 种 单项 预测 方法 在 组 合 预测 模型 (6.1.8) 中 的 最 优 权 系 数 为 
零 , 即 它 增加 到 加 权 几 何平 均 的 组 合 预测 模型 中 不 能 减 小 其 和 指标 序列 实际 值 之 间 
Li 范 数 的 对 数 误 差 , 则 称 该 种 单项 预测 方法 为 元 余 预 测 方法 , 表明 该 种 单项 预测 方 
法 只 提供 元 余 信 息 . 
6.2.2 非 劣 性 和 优 性 组 合 预测 存在 性 [89 


引 理 6.2.1 ”组 合 预 测 和 各 单项 预测 方法 与 指标 序列 实际 值 之 间 的 Li 范 数 的 
对 数 误差 满足 如 下 不 等 式 
F(L) & 》 uh. (6.2.1) 
i—=1 
证 明 因为 加 权 几 何平 均 组 合 预测 权 系数 向 量 工 = (11,12,… ,lm)7 满足 非 负 
性 , 所 以 由 式 (6.1.7) 知 


F(L) = 人 Sy eit 


t=1 |i=1 


N 


< |eaz| -yA (Se) -Dun 


t=1 i=1 ¢=1 


引 理 6.2.1 表明 , 组 合 预 测 方法 与 指标 序 字 列 实际 值 之 间 Li 范 数 的 对 数 误差 小 于 
或 等 于 各 单项 预测 方法 的 加 权 平 均值 , 且 加 权 系 数 为 组 合 预 测 权 系数 向 量 . 

定理 6.2.1 ”组 合 预测 模型 (6.1.8) 的 任 一 个 可 行 解 对 应 的 组 合 预 测 至 少 是 非 
劣 性 组 合 预 测 . 

证 明 设 工 = (11,12,…,lm)” 为 组 合 预测 模型 (6.1.8) 的 任 一 个 可 行 解 , 则 有 ， 


Ty ， 
Sh=1, hk>0, 一 也 2 7 
i=1 


由 式 (6.2.1) 知 
2=1 i—l1 i=] 


再 由 定义 6.2.1 得 结论 成 立 . 
定理 6.2.1 表明 , 就 最 小 的 Li 范 数 的 对 数 误 差 这 个 准则 而 言 , 组 合 预 测 模 型 
(6.1.8) 的 任 一 个 归 一 化 非 负 权 系数 所 对 应 的 组 合 预测 至 少 不 会 比 “最 差 ” 的 单项 预 
推论 6.2.1 简单 等 权 平 均 组 合 预测 方法 至 少 是 非 劣 性 组 合 预 测 . 
定理 6.2.2” 若 rank(E) = 1, 吾 的 第 1 列 存在 非 零 元 素 , 且 满 足 》) eii = 0， 
i=1 
1 


则 简单 等 权 平 均 组 合 预 测 方法 为 最 优 性 组 合 预测 方法 . 即 1 = 12 =…= lm = 一 


6.2 ”基于 Li 范 数 的 加 权 几 何平 均 组 合 预测 方法 的 性 质 “1417 


为 组 合 预测 模型 (6.1.8) 的 最 优 解 . 其 中 rank( 忆 ) 表示 组 合 预测 模型 (6.1.8) 的 对 数 
误差 信息 矩阵 五 的 秩 . 

证 明 对 殖 按 列 进行 分 块 , 设 EE = (El,E2,…,EnN), 其 中 E: = (eltye2t 
emi) 为 忆 的 第 t 列 ,t 二 1,2,…,N. 因为 rank( 百 ) = 1, 所 以 存在 比例 常数 co, 使 
得 Ei = ci 五 | t=2,3,:…,N, 即 


eit = cteil， 1=1,2,.…,m, t=2,3,..……,N. 


又 因为 en =0， 所 以 Son = od en=0, t=2,3,..,N. 


i=1 《一 上 i—=1 


eet 


“人 -这 莹 |- 


Wt i=1 


en pat 
合 预测 方法 

定理 6.1.2 表明 , 在 一 定 的 条 件 下 简单 等 权 平 均 组 合 预 测 方法 也 可 能 成 为 最 优 
性 组 合 预 测 方法 . 下 面 给 出 基于 Li 范 数 的 加 权 几 何平 均 的 组 合 预 测 是 优 性 组 合 预 
测 的 一 个 充分 条 件 

定理 6.2.3 设 记 ==min{F,i= 1,2,.…,m},b: € (~ |eit| ,lel),t = 1,2,..……,N, 
车 (N + D x m 的 线性 方程 组 AL = B 存在 非 负 解 , 则 组 合 预测 模型 (6.1.8) 
的 一 定 存在 优 性 组 合 预 测 ， 其 中 4 = (B, RT, 互 = (ex)mxw 为 组 合 预 测 模型 
(6.1.8) 的 对 数 误差 信息 失 阵 , 忌 = (1,1,…,1)” 为 元 素 多 为 1 的 m 维 列 向 量 ， 
= (b1,62,…,bN,1)™ 为 N 十 1 维 列 向 量 

证 明 设 (N+1)xm 的 线性 方程 组 AL 存在 的 非 负 解 为 "一 (是, 太 ,…， 
纺 )r， 则 有 AL* = 6 利用 逢 阵 乘法 将 其 分 量 形式 得 


3 nT 
Dealt =b, t=1,2,,N, YH=1. 
z=1 z=1 

因为 be e (一 |eiz|,|eis), 所 以 有 


Sen 
i—1 

由 式 (6.1.7)、(6.2.2) 知 
F(L*) = > 


t=1 


=|b| <|lens|l, t=1,2,...,N. (6.2.2) 


3 eit| = > leit| = 一 Fi. 


i=1 
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又 由 条 件 知 玉 = min{F,i = 1,2,…,m}, 所 以 F(L*) < min{F,i= 1,2,.….,m}. 
由 定义 6.2.1 知 结论 成 立 . 证 毕 . 

推论 6.2.2” 设 用 = min{ 玉 ,i = 1,2,…,m}, 车 组 合 预 测 模型 的 对 数 误差 
信息 矩阵 五 = (eiz)mxw 中 任 一 列 m 个 元 素 ett ezt，,… ,emt 的 算术 平均 数 21 = 
广 了 en e (|enl,len), t= 2.…,NN, 则 简单 等 权 平均 组 合 预测 方法 是 优 性 组 

i=1 . 

合 预测 方法 . 

证 明 令 焉 二 (1 于 一 (1/m, 1/m,:…,1/m)!, 由 条 件 & = Se 

m < 


i=1 
< (一 el ,jeal) 知 , 则 它 是 满足 线性 方程 组 4AL* = 有 的 非 负 解 , 从 而 由 定理 6.2.3 
得 结论 成 立 . 证 毕 . 


6.2.3 ”预测 元 余 信 息 的 存在 性 及 判定 83 


对 于 组 合 预 测 模型 (6.1.8) 有 如 下 结论 成 立 . 
定理 6.2.4 ”组 合 预测 模型 (6.1.8) 的 最 优 目标 函数 值 是 m 的 单调 不 增 函 数 ， 
即 
FED 1] (2 (6.2.3) 


其 中 mm 为 参与 组 合 预 测 的 各 单项 预测 方法 总 个 数 ，F* (12 1m) 表示 m 个 单 
项 预测 方法 参与 的 组 合 预 测 模型 (6.1.8) 对 应 的 最 小 的 基于 Li 范 数 的 对 数 误差 . 
玉 (a52，…m+1) 表示 再 增加 一 个 单项 预测 方法 的 组 合 预测 模型 对 应 的 最 小 的 基 
于 La 范 数 的 对 数 误 差 . | 

证 明 设 玉 = (六 , 妨 ,…, 妨 )" 为 m 个 单项 预测 方法 参与 的 组 合 预测 模型 
(6.1.8) 的 最 优 解 , 则 


3 Cit 


i—l1 


F*(h, 12, ln) = > 


t=1 


? 


其 中 y 一 1 六 立 0 一 12 770 十 1 

1 一 工 

设 工 = (7P ,和 HT7 为 再 增加 一 个 单项 预测 方法 ， 共 ; m 十 1 个 单项 预 
测 方 法 参与 的 组 合 预测 模型 (6.1.8) 的 最 优 解 , 则 有 


mt+1 


2 lieit 


了 


(12 lm, lmn+1) =》、 


t=1 


其 中 =1,k20,i=1,2,.…,m+1. 
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模型 (6.1.8) 的 可 行 解 , 则 有 


FPF* (li, la , lm, lm+1) < F(T, 0, , ln, 0). 


而 


N 


F(l, 2 , ln, 0) 一 >》， > Hea 十 0X CE(m 二 Tit| = (12 
t 一 1 |i=1 


所 以 FE (12 lm) 局 (12,… ,lm). 证 毕 . 

定理 6.2.4 指出 , 当 再 增加 一 个 单项 预测 方法 时 , 组 合 预 测 模型 (6.1.8) 对 应 的 
最 小 的 Li 范 数 的 对 数 误差 可 能 不 变 . 这 表明 组 合 预测 模型 (6.1.8) 可 能 存在 元 余 预 
测 方法 . 下 面 一 个 定理 为 元 余 信 息 提 供 了 判定 . 

定理 6.2.5 “” 若 对 数 误 差 信息 矩阵 五 的 任意 第 t 列 元 素 elt,ezt，…,emt 的 符 
号 相同 , t = 1,2,…, NN, 上 且 第 j 种 单项 预测 方法 优 超 第 种 单项 预测 方法 , 则 组 合 
预测 模型 (6.1.8) 的 元 余 度 至 少 为 1/m. 即 至 少 存在 第 种 单项 预测 方法 为 元 余 预 
测 方法 . 

证 明 采用 反 证 法 . 假设 第 k 种 单项 预测 方法 不 为 元 余 预 测 方法 , 即 在 组 合 预 
测 模型 (6.1.8) 的 最 优 解 L* = (于 人 六 中, 第 天 种 单项 预测 方法 
对 应 的 最 优 权 系数 六 > 0. 

因为 任意 第 t 列 元 素 elt, ezt,…,emt 的 符号 完全 相同 ,上 = 1,2,…,N, 并 注意 


到 最 优 解 L* 满足 非 负 性 , 所 以 |》 Les| = 》 从 |ewl,t = 1,2,…,NN, 从 而 最 优 解 
z=1 i 二 1 
IL”* 对 应 的 目标 函数 值 为 
N mm 
F(L') = Vien => > eal = YW. (6.2.4) 
t=1 |i=1 t=1 i=1 i=1 


令 下 = (全 十 于 0 成 ), 即 过 的 第 5 个 分 量 为 并 十 芒 , 第 天 个 分 
量 为 0, 其 他 m 一 2 个 分 量 与 L* 相同 , 显然 上 为 组 合 预测 模型 (6.1.8) 的 一 个 可 行 
解 , 同 理 , 对 应 的 目标 函数 值 为 

N 
F(L)= > (5 Wlei| + (+) les|+0 x 四 


t=1 NI 天 


N m 
-> lex| + (ey) — lextl) | 一》 UF + — Fe). (6.2.5) 


t=1 “一 主 
因为 第 ; 种 单项 预测 方法 优 超 第 种 单项 预测 方法 , 由 定义 6.2.2 知 


|eyz| < |egt| ， t= 1,2,.……,N, leyto| < |extso|, to € {1, 2 .,N}, (6.2.6) 


i=1 
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由 式 (6.1.7)、(6.2.5) 得 
F< F. (6.2.7) 


由 式 (6.2.4)、(6.2.5)、(6.2.7) 并 注意 到 假设 关 > 0, 所 以 有 
F(L) < F(L*). 
而 这 与 工 = (他 ,…, 仓 ,…, 太 ,… ,全 )” 为 组 合 预 测 模 型 (6.1.8) 的 最 优 解 矛盾 ! 所 


以 假设 不 成 立 ， 从 而 第 种 单项 预测 方法 一 定 是 元 余 预 测 方法 , 即 组 合 预测 模型 
(6.1.8) 的 元 余 度 至 少 为 1/m. 证 毕 . 


6.3 ”调和 平均 的 组 合 预 测 方法 的 性 质 
6.3.1 基于 误差 平方 和 准则 的 调和 平均 组 合 预测 模型 


调和 平均 组 合 预测 是 一 种 比较 常用 的 组 合 预测 方法 , 实证 研究 表明 , 在 某 些 情 
况 下 它 可 以 比 加 权 算 术 平 均 取 得 更 好 的 组 合 预测 效果 . 因此 有 必要 对 其 进行 研究 ， 
以 便 选 择 适 当 的 组 合 预测 模型 . 

设 某 一 预测 问题 的 指标 序列 为 {x1,t = 1,2,…,N}, 对 此 预测 问题 存在 m 种 
单项 预测 方法 对 其 进行 预测 , 设 zi 为 第 i 种 单项 预测 模型 在 第 t 时 刻 的 预测 值 ， 
i 二 1,2,…,m,t = 二 1,2,…, 六 . 根据 加 权 调 和 平均 数 计算 公式 , 令 


232 
> 
和 i=1 1 
2 关 一 -二 (6.3.1) 


其 中 妈 第 #t 时 刻 的 加 权 调 和 平均 组 合 预 测 值 ， 4 为 第 i 种 单项 预测 方法 的 加 权 系 
数 , 且 避 满足》 l=1, 40,i= 1,2,.…,m. 


i=1 
为 了 计算 加 权 调 和 平均 组 合 预 测 的 权 系数 可 将 式 (6.3.1) 变化 为 


Ui 1 
>》 一 = 一， t=1,2,..…,N. (6.3.2) 
i=1 Tt Yt 


假设 在 理想 的 情况 下 , $4 = zi, 即 预测 误差 的 不 存在 , 则 有 


TL 1 
>》 一 = 一 ， t=1,2,...,N. (6.3.3) 
1 Tit 2Zt 
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然而 在 预测 的 实践 中 , 组 合 预测 的 误差 一 般 是 存在 的 . 因此 定义 如 下 形式 的 预测 误 
差 
ll 1 
nb De t= 1,2,...,N, (6.3.4) 
其 中 et 称 为 加 权 调 和 平均 组 合 预测 的 在 第 + 时刻 的 组 合 预 测 误差 . 
显然 , 组 合 预测 的 预测 误差 平方 和 越 小 越 好 , 因此 , 以 预测 误差 平方 和 为 准则 的 
非 负 权 系数 的 组 合 预测 模型 为 下 列 最 优化 问题 


1 7 一 2 
Imin vy = et， 
t=l 


mm 
li 1 
et=1,2,.,N, 
st.h (6.3.5) 
D6 = ll 0,i= 1,2,..,m. 
i=1 


记 BR 一 (1,1,.,1) 1,R 为 元 素 全 为 1 的 mm 维 列 向 量 ， L 一 (112 


T 
E= (el,e2,...,eN) ; 


1/zii 1/zol ££ 1/zmi 四 
Ko anT， Fe)| Ve Vom «lem 
I/zin 1/z2N :°° 1/zmN 
则 有 
N - 
Dd= EE=(FL-X) (FL X). 
t=1 
于 是 模型 (6.3.5) 化 为 矩阵 形式 
minJ = (FL— XX) (FL — X), 
| RIL=1, 
5 (6.3.6) 
了 过 0. 


显然 , 这 是 一 个 二 次 规划 问题 . 根据 二 次 规划 理论 可 知 , 该 二 次 规划 问题 的 最 优 解 
一 定 存在 . 利用 Kuhn-Tucker 条 件 可 将 其 转化 为 线性 规划 模型 来 求解 , 从 而 可 获得 
最 优 组 合 预 测 权 系数 向 量 . 
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6.3.2 基于 几何 距离 准则 的 调和 平均 组 合 预 测 模型 几 个 概念 4 


令 吞 二 4/z4%i 二 14/2,t 二 1,2,…, 入 ,Ke 和 zit 分 别 为 实际 观察 值 和 预测 值 
的 倒数 , 则 (6.3.3) 式 可 写成 


Dh — Ee=0, t=1,2,..,N. (6.3.7) 


从 解析 几何 角度 考虑 , 式 (6.3.7) 代表 了 NN 个 以 有 1,12,… ,lm 为 坐标 空间 的 平 
面 方程 . 由 于 组 合 预测 拟 合 误差 是 不 可 避免 的 , 一 般 不 存在 一 和 2 全 大 加 权 系 加 
时 满足 式 (6.3.7) 的 N 个 平面 方程 . 因此 确定 组 合 预 测 权 系数 的 一 个 自然 的 想法 是 ， 
在 以 1,12,… ,lm 为 坐标 空间 中 找到 某 点 , 使 得 该 点 到 N 个 平面 的 几何 距离 总 和 为 
最 短 65. 为 此 引进 如 下 概念 . 

定义 6.3.1 今 


d= > ( (> Tit 一 Xt )/ 5 ) (6.3.8) 
t=1 | Ni 一 1 M i=1 
my)/ Ba 1 = 1,2,...,m. (6.3.9) 
i=} 


则 称 a 为 加 权 调 和 平均 的 组 合 预测 值 和 实际 观察 值 之 间 的 基于 Li 范 数 的 几何 距 
离 . 称 qd; 为 第 i 种 单项 预测 值 和 指标 序列 实际 观察 值 之 间 的 基于 Li 范 数 的 几何 
距离 . 

根据 点 到 平面 的 距离 公式 知 , d 实际 上 为 组 合 预 测 的 加 权 向 量 工 = (11,12,…， 
lim) ”到 式 (6.3.7) 的 NN 个 平面 方程 的 几何 距离 之 和 . 显然 4 为 各 种 预测 方法 的 加 权 
系数 向 量 的 函数 , 所 以 4 可 记 为 d( 世 ). 特别 地 , 当 加 权 系 数 向 量 为 第 i 个 m 维 标准 
单位 列 向 量 时 , 即 L; = (0,…,0,1,0,…,0)7 的 第 i 个 分 量 为 1, 其 余 m 一 1 个 分 量 
为 0, 此 时 组 合 预 测 方 法 就 转变 为 第 i 种 单项 预测 方法 , 从 而 di = d(Z;) 为 第 i 种 单 
项 预测 值 和 指标 序列 实际 观察 值 之 间 的 距离 , i = 1,2,.…,m. 为 方便 起 见 , 引进 如 
下 定义 . 

定义 6.3.2 令 ea = Kit 一 各 , 则 称 ez 为 第 i 种 预测 方法 第 t 时 刻 预测 值 与 相 
应 的 实际 观察 值 之 间 倒 数 误 差 , i = 1,2,…,m,t = 12……，N, 称 矩阵 百 = (eit)jxw 
为 加 权 调 和 平均 的 组 合 预测 模型 的 倒数 误差 信息 和 矩阵 . 

因为 加 权 调 和 平均 组 合 预 测 权 系 数 向 量 工 = (11,12,…,lm)! 满足 妇 一 性 和 非 
负 性 , 所 以 将 式 (6.3.8)、(6.3.9) 变 为 


N my N 
aL) = (Pues )/ 33 


，(6.3.10) 


人 
》 Gi 1/ 和 强 


二 一 ?一 工 
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N m 
di 一 >》 “/ 》 入 
t=1 | i=1 


对 组 合 预测 方法 而 言 , 4(I) 越 小 表示 加 权 调 和 平均 的 组 合 预 测 方法 越 接 近 实 
际 观察 值 , 从 而 它 就 越 精确 有 效 . 因此 , 基于 Li 范 数 的 最 小 几何 距离 为 准则 的 加 权 
调和 平均 组 合 预测 模型 可 表示 为 [59 


，¢= 1,2,.…,m, (6.3.11) 


3 
j=1, 
st.4 人 (6.3.12) 


1 > 0,6=1,2,...,m 


记 dmin = min{di,i = 1,2,.…,m}, dmax = max{di,i = 1,2,...,m}. 

定义 6.3.3 若 d(ZL) < din, 则 称 组 合 预测 为 优 性 组 合 预 测 , 若 dmin < d( 工 ) < 
dmax; 则 称 它 为 非 劣 性 组 合 预 测 , 若 d(Z) > dmox, 则 称 它 为 劣 性 组 合 预测 . 

定义 6.3.3 表明 , 从 最 小 几何 距离 考虑 , 优 性 组 合 预测 要 “好 ”于 各 单项 预测 方 
法 中 的 最 “好 ”者 . 

定义 6.3.4 ”车 第 ;j 种 和 第 种 单项 预测 方法 倒数 误差 满足 |ejs| < ertl,t = 
1,2,…, NN, 且 对 某 个 时 刻 如 成 立 |ejso| < |eka| ,te {1,2,…, NN}, 则 称 第 j 种 单项 
预测 方法 优 超 第 种 . 若 对 任意 时 刻 均 有 严格 的 不 等 号 成 立 , 则 称 第 j 种 单项 预测 
方法 严格 优 超 第 上 种 . 
实际 上 , 根据 式 (6.3.11) 知 , 第 7 种 单项 预测 方法 优 超 第 & 种 已 蕴涵 必 < dx. 
即 就 最 小 几何 距离 而 言 , 第 ; 种 单项 预测 方法 比 第 种 更 接近 实际 观察 值 , 因此 可 
认为 第 j 种 要 优 于 第 种 . 

定义 6.3.5 ”车 某 种 单项 预测 方法 增加 到 组 合 预测 中 不 能 减 小 组 合 预测 和 实 
际 观察 值 之 间 的 几何 距离 , 则 称 该 单项 预测 方法 为 元 余 预 测 方法 . 即 该 种 单项 预测 
方法 在 组 合 预测 模型 的 最 优 权 系数 为 零 , 表明 该 预测 方法 只 提供 元 余 信 息 . 


6.3.3 非 劣 性 组 合 预测 和 优 性 组 合 预测 存在 的 条 件 


引 理 6.3.1 组合 预测 和 各 单项 预测 方法 的 预测 值 与 指标 序列 实际 观察 值 之 
间 的 几何 距离 满足 如 下 不 等 式 


dL) < hd:. (6.3.13) 
i=1 


证 明 ”因为 加 权 调 和 平均 组 合 预 测 权 系数 向 量 满足 非 负 性 , 所 以 由 式 (6.3.10)、 
(6.3.11) 知 
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mn nt 
Se / 站 有 
1 一 ] z=1 


条 N mm 
2 
2 €it > Tir 

t=1] +%=1 


N 


dL)= > 


t=1 


N 


< > 


t=1 ?一 1 


mm 
2 
€it > Vit 


¢=1 


证 毕 . 

该 引 理 6.3.1 表明 , 组 合 预 测 值 与 实际 观察 值 之 间 的 几何 距离 小 于 或 等 于 各 单 
项 预测 方法 与 实际 观察 值 之 间 的 几何 距离 的 加 权 平 均 , 且 权 系数 为 组 合 预测 权 系 数 
向 量 . 

定理 6.3.1 组 合 预测 (6.3.12) 式 的 任 一 个 可 行 解 对 应 的 组 合 预测 至 少 是 非 劣 
性 组 合 预测 . 

证 明 设 工 = (1,12,…,lm)T 为 (6.3.12) 式 的 任 一 个 可 行 解 , 则 工 满足 归 一 
化 约束 条 件 . 由 式 (6.3.13) 知 


m 


a(L) < 》 1id < ya 一 dmax Sy 一 (dmax. 
. i=1 ?一 1 i=1 

再 由 定义 6.3.3 得 结论 成 立 . 证 毕 . 

定理 6.3.1 表明 , 就 最 小 几何 距离 角度 , 组 合 预 测 式 (6.3.12) 的 任 一 个 归 一 化 非 
负 权 系数 所 对 应 的 组 合 预 测 至 少 不 会 比 “ 最 差 ” 的 单项 预测 方法 还 要 “ 差 ”. 显然 有 
推论 6.3.1 成 立 . 

推论 6.3.1 简单 等 权 平 均 组 合 预测 方法 至 少 是 非 劣 性 组 合 预 测 . 

定理 6.3.2 . 若 组 合 预 测 的 倒数 误差 信息 矩阵 巨 = (eii)w,xw 的 秩 为 1, 忆 的 . 
第 1 列 存在 非 零 元 素 , 旦 满足 》 ei1 = 0, 则 简单 等 权 平均 组 合 预测 方法 为 最 优 性 

2=1 

组 合 预 测 方法 . 即 = 42 一 … = lm = 1/m 为 组 合 预测 式 (6.3.12) 的 最 优 解 . 

证 明 对 互 按 列 进行 分 块 , 设 E = (Ei,E,…,En), 其 中 Et = (elt,e2t,*……， 
emt)™ 为 五 的 第 列 ， t= 1,2,.…:,N, 因为 E= (eit}mxN 的 秩 为 1, 所 以 存在 比例 
常数 hx, 使 得 Es = kB1 t= 二 2,3,…, 入 , 即 


eit = kteil, t= 1,2,.…,m, t= 2,3,.…,N. 
又 因为 Da = 0, 所 以 Dh) =0,t=2,3,.…,N. 
当 简单 等 权 平 均 组 合 预测 方法 的 权 系数 41 二 ba 二 … 三 lm 三 1/m 时 , 则 有 


d(1/m,1/m,:…,1/m) = 一 
t=1 


?一 
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即 d(1/m, Im ,1/m) 达到 其 下 界 0. 所 以 简单 等 权 平均 组 合 预测 方法 为 最 优 性 
组 合 预测 方法 . 证 毕 . 

下 面 给 出 组 合 预 测 式 (6.3.12) 的 优 性 组 合 预测 存在 的 一 个 充分 条 件 . 

定理 6.3.3 设 di = min{di,i=1,2,…,m},b: € (~l|ei|,|e|),t = 1,2,..….,N, 
车 (N +1) xm 的 线性 方程 组 AL = b 存在 非 负 解 ， 则 组 合 预 测 式 (6.3.12) 一 
定 存在 优 性 组 合 预 测 . 其 中 4 = (E,R)', 吾 = (eii)m,xw 为 倒数 误差 信息 和 矩阵， 
RR = (1,1,…,1)7 为 元 素 全 为 1 的 mm 维 列 向 量 , b = (b1,b2,…,bn,1) 了 为 N+1 维 
列 向 量 , 工 = (1,12,…,lm)7 为 组 合 预 测 的 加 权 向 量 . 

证 明 设 (N+1)xm 的 线性 方程 组 4L =b， 存在 的 非 负 解 为 L* = (1+, 悦 ,…， 
点 )T, 则 有 AL* = b, 利用 和 抢 阵 乘法 将 其 写成 分 量 形 式 得 


Dewlt =b, t=1,2,N, Y=1. 
i=1 i=1 
因为 0: € (一 ez| ,leis|), 所 以 有 
Ste 
z=—1 


由 式 (6.3.10)、(6.3.11)、(6.3.14) 知 


=|b| < |enx|l, t=1,2,..,N. (6.3.14) - 


N mm mm N | mm 
az) 一 六 Do/ Sy “/ 3 
t=1 | ?一 1 i=1 t=1 i 二 1 


又 由 条 件 知 di = min{gd;,i = 1,2,…,m}, 所 以 gd < min{di,i = 1,2,…,m}. 由 

定义 6.3.3 知 结论 成 立 . 证 毕 . . 
推论 6.3.2 设 由 = min{di,i = 1,2,…,m}, 若 倒 数 误差 信息 抢 阵 召 = 

(eit)mxw 中 任 一 列 mm 个 元 素 elt, eat ,emt 的 算术 平均 数 4 = 二 2 er E (一 |el|， 

ea 站 = 二 2 7V, 则 简单 等 权 平均 组 合 预 测 方法 是 优 性 组 合 预测 方法 

6.3.4 宛 余 单 项 预测 方法 的 一 个 判定 


定理 6.3.4 ”在 倒数 误差 信息 矩阵 巨 = (eit),,ww 中 ,任意 第 t 列 元 素 elt ez2t,*…， 
emt 的 符号 完全 相同 ,上 = 1,2,…,N, 且 第 ; 种 单项 预测 方法 优 超 第 种 单项 预测 
方法 , 则 组 合 预 测 (6.3.12) 式 的 元 余 度 至 少 为 1/m. 即 至 少 存在 第 种 单项 预测 方 
法 为 元 余 预 测 方法 . 

证 明 采用 反 证 法 . 假设 第 k 种 单项 预测 方法 不 为 元 余 预 测 方法 , 即 在 式 (6.3.12) 
的 最 优 解 也 ”一 (全 ， 机 1 四 ， “ys 1 )T 中 ， 第 k 种 单项 预测 方法 对 应 的 最 优 权 系 
数 >0. 
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因为 任意 第 t 列 元 素 €1t, E2t °° ,Emt 的 符号 完全 相同 ， t= 1,2,...,N, 并 注意 


到 最 优 解 了 满足 非 负 性 ， 所 以 二 一 Du |eisl,t 一 1,2,:. LV 从 而 最 优 解 
i=1 


i=1 
L”* 对 应 的 目标 函数 值 为 
N mm m | mm m 
dL*)= >, es/ > = >》 上 ol/ 》 和 2. (6.3.15) 
t=1 |i=1 一 t=1 ?一 1 i=1 


量 为 0, 其 他 m 一 2 个 分 量 与 L* 相同 , 显然 上 为 式 (6.3.12) 的 一 个 可 行 解 , 同 理 , 二 
对 应 的 目标 函数 值 为 


N mm 
dL)= > (5 li lex|+ (BG +l)lez|+0 x 1)/ > 入 
i=1 


t=1 \iz¥j,k 


N m mm 
=》, 3 Blex| + Ux(ley| 一 ep/ >》 入 . (6.3.16) 
t=1 i=1 i=1 
因为 第 ; 种 单项 预测 方法 优 超 第 k 种 单项 预测 方法 , 由 定义 6.3.4 知 

lejt| <ler|, t= 1,2,...,N, |esto| < |ekto|， to € {1,2,..…,N}. (6.3.17) 
由 式 (6.3.15)~(6.3.17) 并 注意 到 假设 六 > 0, 所 以 有 

d(L) < d(Z 

而 这 与 五 = (七 ,成 ) 并 为 式 (6.3.12) 的 最 优 解 矛 盾 ! 所 以 假设 不 成 立 ， 从 而 
第 上 种 单项 预测 方法 一 定 是 宛 余 预测 方法 , 即 知 式 (6.3.12) 的 元 余 度 至 少 为 1/m. 
证 毕 . 
6.4 广义 加 权 算术 平均 组 合 预测 法 的 最 优化 理论 基础 及 性 质 


文献 [39] 提出 了 一 种 广义 的 非 线性 加 权 平 均 组 合 预测 模型 , 并 给 出 了 2 次 寡 平 
均 绝对 误差 、2 次 震 最 大 误差 、2p 次 短 均 方差 等 准则 下 的 组 合 预测 模型 权 系 数 的 确 
定 方法 . 在 文献 [39] 的 基础 上 , 从 p 次 里 误差 的 概念 出 发 , 通过 构造 最 优化 函数 进 
一 步 探讨 了 该 方法 的 最 优化 理论 依据 及 其 数学 性 质 . 
6.4.1 广义 加 权 算 术 平 均 组 合 预测 法 的 最 优化 理论 基础 85] 


6.4 广义 加 权 算 术 平 均 组 合 预测 法 的 最 优化 理论 基础 及 性 质 “127. 


1,2,…, 入， 由 于 受到 多 种 因素 的 影响 , 预测 误差 总 是 不 可 避免 的 , 则 有 如 下 几 个 
概念 . 

定义 6.4.1 称 e 多 = 好 - 吕 为 第 ;种 预测 方法 在 第 上 + 时刻 的 次 寡 误 差 , p 
为 正常 数 , = 1,2,…,m, 称 el?) = (e 弛 ,e 加 ，… ,ee 加)T 为 第 i 种 预测 方法 在 各 个 
时 刻 的 p 次 备 误 差 向 量 , 称 和 矩阵 0?) = (< 四 ,< 四， ,< 多 并 、N 为 组 合 预测 模型 的 
p 次 短 预 测 误差 矩阵 . 

定义 6.4.2 ”车 组 合 预 测 模型 采用 如 下 的 非 线性 加 权 平 均 形式 


m 1/p 
公 一 (¥ ot ] . (6.4.1) 


则 称 该 组 合 预 测 方法 为 广义 加 权 算术 平均 组 合 预 测 方法 , 其 中 wi 表示 第 i 种 预测 
方法 在 组 合 预测 中 的 权 系数 ，》 wi = 1, wi > 0,1i = 1,2,…,m. 多 表示 第 t 时 刻 的 


i=1 
组 合 预测 值 . 
特别 地 , 当 p=1 时 , 式 (6.4.1) 就 成 为 2 = 》 wizis, 这 就 是 线性 的 加 权 平 均 组 
i=1 


合 预 测 方法 . 

在 统计 学 的 回归 分 析 中 , 我 们 经 常 使 用 误差 平方 和 作为 实际 值 和 预测 值 的 偏离 
程度 . 因此 , 对 于 广义 加 权 算 术 平 均 组 合 预测 方法 而 言 , 为 了 综合 利用 m 个 单项 预 
测 方 法 所 提供 的 信息 , 我 们 当然 希望 组 合 预测 方法 在 第 t 时 刻 的 组 合 预测 值 与 m 
个 单项 预测 方法 预测 值 的 p 次 短 误 差 平方 和 加 权 算 术 平 均 达 到 最 小 , 这 可 用 来 反映 
组 合 预测 方法 和 m 个 单项 预测 方法 的 台 近 程度 , 于 是 构造 如 下 最 优化 函数 


minJ(t) = 》 wi(2 — 7), t=1,2,..,N, (6.4.2) 
i=1 


其 中 2 wi 表示 的 含义 同上 . 
在 m 个 单项 预测 方法 的 加 权 系 数 1,w2,… ,wm 已 知 的 条 件 下 , 广义 加 权 算术 
平均 组 合 预测 方法 究竟 是 否 存在 某 个 准则 , 使 其 在 该 准则 下 为 最 优 的 . 亦 即 要 探讨 
一 于 广义 加 权 算 术 平 均 组 合 预测 方法 的 最 优化 基础 , 下 面 的 定理 6.4.1 给 予 了 回答 . 
定理 6.4.1 若 广 义 加 权 算 术 平 均 组 合 预 测 方 法 采用 式 (6.4.1) 的 非 线性 加 权 
平均 形式 , 则 它 正好 是 最 优化 函数 式 (6.4.2) 的 最 优 解 . 
证 明 ”由 式 (6.4.2) 可 知 , J(t) 为 i 的 突 函 数 , 根据 极 值 的 必要 条 件 , 令 
dy 四 _ 


d2 ， 


t= 1,2,...,N. 


从 而 有 _ 
2》 ui( 馈 一 友 )22 = 0. 
i=l1 


-128 第 6 章 非 线性 加 权 平 均 的 最 优 组 合 预测 的 有 效 性 理论 
考虑 到 了》 wi = 1, 所 以 得 唯一 驻 点 


z=1 
m 1/p 
i—=1 
d2 70 


又 因为 = 2 各》 oai[(2p2 一 Dp) 和 一 (p? 一 p)z%]， 所 以 在 驻 点 $= 


?一 工 
Ca 
?一 工 


A (2p 一 2)/p 
一 和 (Do a >0. 


因此 性 点 多 为 J(t) 的 最 小 值 点 , 即 结论 成 立 . 证 毕 . 
6.4.2 广义 加 权 算 术 平 均 组 合 预 测 法 的 几 个 概念 

定义 6.4.3 称 e8)=z? 0 
差 , p 为 正常 数 , i = 1,2,…,m, 称 ef = || 第 i 种 预测 方法 p 次 短 预 测 误 


N 
差 绝 对 值 之 和 , 称 e2) = 》. |e@)| 为 组 合 预测 方法 > 次 短 预 测 误差 绝对 值 之 和 . 


t=1 
显然 , e(?) 和 eM9 分 别 反 映 单项 预测 方法 和 组 合 预测 方法 的 预测 精度 的 指标 ， 
它们 满足 不 等 式 
el?) 去 > wiel?) . (6.4.3) 


i=1 
N N N m N|m 
=> ||=> 4 -20|=> -Db = De 
t=1 t=1 t=1 i=1 t=1 ji2=1 


m N m 
= Dw 》， Ba = 》 wel). 
i=1 tl i=l 


则 以 组 合 预测 方法 p 次 知 预 测 误差 绝对 信之 和 达到 最 小 的 广义 加 权 算 术 平均 组 合 
预测 模型 可 表示 成 如 下 模型 


N 
min et?) = >》, 


t=1 


mm 
< 2 2 le 


t 一 1 一 1 


mm 
> we 


?一 


》 
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Wi 一 十 ， 


wi > 0,¢ = 1,2,...,m. 


记 e(p) 一 一 ,Dn ! {e277)}, ep) = ‘max < fei 即 elp) 表示 m 种 预测 方法 中 的 最 
小 了 次 军 预 测 误差 绝对 信之 和 ， cn) 表示 m 种 预测 方法 中 的 最 大 p 次 短 预 测 误差 
绝对 值 之 和 . 

定义 6.4.4 ”车 e 四 > e@)， 则 称 组 合 预测 模型 (6.4.4) 为 劣 性 组 合 预测 , 若 
ep) < eg < elp) , 则 称 组 合 预测 模型 (6.4.4) 为 非 劣 性 组 合 预测 , 若 e8) < < 人， 则 
称 组 合 预 测 模型 (6.4.4) 为 优 性 组 合 预 测 . 

定义 6.4.4 表明 , 只 有 组 合 预测 p 次 寡 预 测 误差 绝对 值 之 和 小 于 各 单项 预测 中 
最 小 者 , 则 该 组 合 预测 模型 为 优 性 组 合 预测 , 此 时 组 合 预 测 才 有 存在 的 意义 . 

定义 6.4.5 “ 若 组 合 预测 模型 的 p 次 寡 预 测 误差 矩 阵 BB 的 第 i 行 和 第 行 
元 素 满足 不 等 式 (|< je 如 |,t = 1,2,…, NN, 且 至 少 对 菜 个 时 刻 如 有 严格 的 不 等 
号 成 立 , to € {1,2,…,N}. 则 称 第 i 种 单项 预测 方法 优 超 第 上 种 单项 预测 方法 . 

定义 6.4.5 志明 第 i 种 单项 预测 方法 在 各 个 时 刻 p 次 宕 预测 误差 的 绝对 值 不 
大 于 第 种 单项 预测 方法 , 而 且 至 少 对 某 个 时 刻 如 处 p 次 吞 预 测 误差 的 绝对 值 严 
格 小 于 第 种 单项 预测 方法 , 直观 上 可 以 认为 第 i 种 单项 预测 方法 要 “好 于 ”第 
种 单项 预测 方法 . 
6.4.3 广义 加 权 算 术 平均 组 合 预测 法 的 数学 性 质 

定理 6.4.2 ”组 合 预测 模型 (6.4.4) 的 任 一 个 可 行 解 对 应 的 组 合 预测 至 少 是 非 
劣 性 组 合 预 测 . 

证 明 设 2 = (wi,wz,…,wm)T 为 组 合 预测 模型 (6.4.4) 的 任 一 个 可 行 解 , 则 
有 ™m 

2 一 1， wi 之 0， ;三 1,2,.…,m. 


由 式 (6.4.3) 知 , er < < e@), 再 由 定义 6.4.4 得 结论 成 立 . 证 毕 . 


定理 6.4.2 表明 ， 从 组 合 预测 2 次 寡 预 测 误差 的 绝对 值 之 和 这 个 角度 而 言 , 组 
合 预 测 模型 (6.4.4) 的 任 一 个 归 一 化 非 负 权 系数 所 对 应 的 组 合 预测 均 不 会 比 “最 差 " 
的 单项 预测 方法 还 要 “ 差 ”. 

推论 6.4.1 ”简单 平均 组 合 预 测 方法 至 少 是 非 劣 性 组 合 预测 . 

定理 6.4.3 设 e = ,min in [ef bi: € (一 le®|, le®)|),t 二 1,2,.…,NN, 若 如 下 


(N+l)xm 的 线性 方程 组 
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ew + eB wa + + elm = bh 


eB 十 ep) wo 十 .十 elP) wm = bo, 
本 (6.4.5) 


eH 十 ew 十 … :十 eP) wm = bn, 


1 十 Wa 十 … 十 wm 二 1 
存在 非 负 解 , 则 组 合 预测 模型 (6.4.4) 一 定 存 在 优 性 组 合 预 测 . 


证 明 设 如 上 的 (N 十 1) xm 的 线性 方程 组 存在 的 非 负 解 为 2* = (wt,w#,…， 
wx%)I, 则 有 


3 mm 
》 ec =b, t=1,2,...,N, wt 一 1， wi>0. 
1 一 1 ti=1 


因为 b: E (~|e®|, le®|),t = 1,2,.…,N, 所 以 有 


mm 

(p), i* 
> ei Wi 
i=l1 


< |e®|， t= 1,2,...,N. 


t=1 i= t= 


证 毕 . 
推论 6.4.2 设 e? = in， {el )}, 即 ef? 表示 m 种 单项 预测 方法 中 的 最 
小 p 次 竹马 测 误差 , 若 组 合 预测 模型 的 最 小 2 次 震 预 测 误差 矩阵 EB 中 = (e 人 ) 、，、 
中 任 一 列 m 个 元 素 ee 车,…,e 风 的 算术 平均 数 a = 二 De 四 且 ee 
1 一 工 
(一 |e 名 |, le 加 |), t=1,2,…, NN, 则 简单 平均 组 合 预测 方法 是 优 性 组 合 预 测 方法 . 
证 明 设 2 = (lm,1/m,…,1/mar 为 简单 平均 组 合 预测 方法 的 权 系数 , 由 
条 件 知 


Nm N 
因而 >》 > 了》 |wte?| < 》 |e 多 | 即 e < el8?) = eb), 由 定义 6.4.4 知 结论 成 立 . 
1 


1 m 
er = e(-lelle |), t= 2,N. 
i=1 


从 而 = (1/m,1/m,…,1/m)T 是 满足 于 线性 方程 组 (6.4.5) 的 非 负 解 , 从 而 由 定 
理 6.4.3 得 推论 成 立 . 证 毕 . 

对 于 组 合 预 测 模型 (6.4.4) 有 如 下 结论 成 立 . 

定理 6.4.4 ”组 合 预测 模型 (6.4.4) 的 最 优 目标 函数 是 m 的 单调 不 增 函 数 , 即 


e@)*(uiaa ,Wm) > EP (wi wa wrnt1) 
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其 中 m 为 参与 组 合 预 测 的 各 单项 预测 方法 总 个 数 , eg*(wi ua, …,wm) 表 示 冯 个 单 
项 预测 方法 参与 的 组 合 预测 模型 (6.4.4) 对 应 的 最 优 目标 函数 , eg)*(wn oa ,wm 
表示 再 增加 一 个 单项 预测 方法 参与 的 组 合 预测 模型 (6.4.4) 对 应 的 最 优 目 标 函 数 

证 明 设 2* = (wt, 咏 ,…,w)T 为 m 个 单项 预测 方法 参与 的 组 合 预测 模型 
(6.4.4) 的 最 优 解 , 所 以 


> re 


zi 一 1 


elP)* (w1, wa Wm) = > 


t=1 


》 


其 中 》 wr = 1,w} >0,i = 1,2,…,m. 同 理 , 设 好 = (ao ,omamtnz 为 再 
i=1 

增加 一 个 单项 预测 方法 , 共 m 十 1 个 单项 预测 方法 参与 的 组 合 预 测 模 型 (6.4.4) 的 

最 优 解 , 则 有 


N |m+l 
ePY(w1, Way Wmt1) = -2 》 wie®)|, 
{1 | 11 
m+t+1 
其 中 》 =1 i 之 0,i=12,… ym 十 二 令 仙 二 (6, 民 )… wh,0)T, 显然 ,人 2 为 


i=1 


m 十 1 个 单项 预测 方法 参与 的 组 合 预测 模型 (6.4.4) 的 可 行 解 , 则 有 


el (wy wy wnt1) < EP) (wr, wt, wh 0) 
-人 ye = ep)*(w1, wa,:: , Wm). 
t=1 17 一 1 


从 而 结论 成 立 . 证 毕 . 

定理 6.4.4 证 明 , 当 再 增加 一 个 单项 预测 方法 时 , 组 合 预测 模型 (6.4.4) 的 最 优 
目标 函数 值 可 能 不 变 . 这 表明 组 合 预测 模型 (6.4.4) 中 可 能 存在 元 余 预 测 方法 . 下 面 
两 个 定理 为 元 余 信息 提供 了 判定 . 

定理 6.4.5 ” 若 组 合 预测 模型 的 p 次 睾 预测 误 差 秆 阵 2?) = (e 四 )”、、 中 ， 
任意 第 t 列 元 素 e 欠 ,e 多 ,eg) 的 符号 完全 相同 , t = 1,2,3,…,N. 设 e 四 = 
, 台 思 {e289 }， 则 组 合 预测 模型 (6.4.4) 的 宛 余 度 为 (m - D)/m 即 后 面 m 一 1 种 单项 
预测 方法 均 为 元 余 预 测 方法 . 

证 明 因为 EW) 中 任意 第 t 列 元 素 el ,< 嘻 ，…e 民 的 符号 完全 相同 , t < 


{1,2,……N)}, 所 以 有 这 中 -过 


.,N]. 


注意 到 So = 二 1,wi 之 0, 则 有 


?1 
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0 


一 1 i=1 


> wiel el?) 


2 一 工 


el?) 一 > 


t=1 


bn 


因为 el = 一 | 茵 记 ! {e 兴 让 所 以 e@) — Dc > el?), 等 号 成 立 当 且 仅 当 02* = 


(ot) = (1,0,.…,0), 即 组 合 预测 模型 (6.4.4) 的 最 优 解 为 (1,0,… ,0)T， 
从 而 后 面 m 一 1 种 单项 预测 方法 均 为 元 余 预 测 方法 . 证 毕 . 

定理 6.4.6 ”车 组 合 预 测 模型 的 次 短 预 测 误差 矩阵 BV) = (e 人 外 ) ， \v 中 , 任 
意 第 上 列 元 素 ee 名，.… ,el 的 符号 完全 相同 ,上 = 1,2,…, NN, 且 第 i 种 单项 预测 
方法 优 超 第 种 单项 预测 方法 , 则 组 合 预测 模型 (6.4.4) 的 元 余 度 至 少 为 1/m. 即 至 
少 存在 一 种 单项 预测 方法 为 元 余 预 测 方法 . 

证 明 ”因为 B”) 中 任意 第 t 列 元 素 e?,e%)，…,e 四 的 符号 完全 相同 , t E 
{1,2,…,N}, 在 定理 6.4.5 中 已 证 明 得 


el?) 一 De? et 


又 因为 第 i 种 单项 预测 方法 优 超 第 种 单项 预测 方法 , 所 以 由 定义 6.4.5 知 |e 四 | < 
le@|,t = 1,2,…,NN, 上 且 至 少 对 某 个 如 成 立 le 四 | < |e 加 |,to e {1,2,…, 入 }, 所 以 
有 


N N 
p) 》、 le 多 | < 》、 |e 色 )| 一 e()， 即 ef) < ep) 
t=1 t=1 
假设 第 大 种 单项 预测 方法 不 为 元 余 预 测 方法 , 设 组 合 预测 模型 (6.4.4) 的 最 优 解 为 


一 (Ci < 天 0. t=1. 
2 对 应 的 目标 函数 值 为 
etz) 一 一 wrelP) + wrelr) 十 + wel?) 十 … 十 of elp). 


构造 组 合 预测 模型 (6.4.1) 的 另 一 可 行 解 为 0 一 (wi, “7 ;WY 十 Cj “*", 0， ” ,Ww ) n 
对 应 的 目标 函数 值 为 


EP) = wrtel?) + .+ (wt + wt)e 


由 el?) < el?) 知 


(p) 十 .二 0x ee) +. + wr ep). 


ED < cg) 


而 这 与 8 = (oo 入) 为 组 合 预测 模型 (6.4.4) 的 最 优 解 矛盾 ! 
所 以 假设 不 成 立 . 从 而 第 种 单项 预测 方法 一 定 是 宛 余 预测 方法 , 此 即 组 合 预 测 模 
型 (6.4.4) 的 宛 余 度 至 少 为 1/m. 证 毕 . 
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7.1 基于 相关 系数 的 优 性 组 合 预测 模型 的 性 质 


目前 传统 的 组 合 预测 方法 均 是 直接 从 改善 某 种 拟 合 误差 角度 提出 来 
的 2~418,42,87,88]， 组 合 预测 模型 根据 建立 的 某 个 准则 的 优 劣 程度 ， 可 以 分 为 劣 性 
组 合 预 测 、 非 劣 性 组 合 预测 、 优 性 组 合 预 测 . 文献 [18] 针对 无 非 负 约束 的 以 误差 平 
方 和 达到 最 小 的 组 合 预 测 模 型 , 提出 了 劣 性 组 合 预 测 、 非 劣 性 组 合 预测 、 优 性 组 合 
预测 的 概念 ， 并 利用 组 合 预 测 绝对 误差 信息 和 矩阵 的 性 质 判 断 简 单 算 术 平 均 组 合 预 
测 方法 是 非 劣 性 组 合 预测 、 优 性 组 合 预测 的 条 件 . 文献 [72] 提出 了 基于 预测 有 效 度 
的 组 合 预测 模型 , 并 给 出 组 合 预测 权 系数 的 线性 规划 的 求解 方法 . 文献 [73] 针对 基 
于 预测 有 效 度 的 组 合 预测 模型 提出 了 优 性 组 合 预测 、 预 测 方法 优 超 和 元 余 度 的 概 
念 , 探讨 了 优 性 组 合 预测 存在 的 充分 条 件 ,也 给 出 元 余 信 息 出 现 的 判定 . 文献 [7 和 
研究 了 考虑 预测 精度 标准 差 的 预测 有 效 度 的 组 合 预测 模型 的 性 质 . 

文献 [46] 给 出 了 研究 组 合 预 测 方法 的 另 一 新 途径 ， 即 提出 了 基于 相关 性 指标 
的 最 优 组 合 预测 模型 的 研究 , 与 传统 的 组 合 预测 方法 有 较 大 的 差别 . 然而 , 文献 46] 
只 是 从 实证 分 析 和 角度 说 明了 基于 相关 性 的 组 合 预测 方法 也 能 够 取得 比较 好 的 组 合 
预测 效果 . 本 节 在 此 基础 上 针对 基于 相关 系数 的 组 合 预测 模型 , 给 出 新 的 优 性 组 合 
预测 、 预 测 方法 优 超 等 概念 , 研究 了 非 劣 性 组 合 预测 、 优 性 组 合 预 测 和 元 余 预 测 方 
法 的 存在 性 等 基本 问题 , 并 给 出 元 余 预 测 方法 的 判定 , 从 而 在 理论 上 说 明基 于 相关 
系数 的 组 合 预测 方法 的 有 效 性 . 


7.1.1 组 合 预测 协 方差 信息 矩阵 性 质 及 模型 gj 
设 各 = 》 lzit 为 实际 观察 值 wx 的 组 合 预测 值 , 11,12,… ,1m 为 m 种 单项 预 


2=1 


测 方法 的 加 权 系 数 , 且 满 足 》 4; = 1, 2 > 0, i 二 1,2,…,m, 其 中 指标 序列 的 实际 
i=1 

观察 值 为 {zt， t= ]， 2, MM ,N}, {zit, t 一 1, 2, “**, N } 为 第 2 种 预测 方法 进行 预测 的 预 

定义 7.1.1 称 es = zit 一 5i 为 第 i 种 预测 方法 预测 值 对 其 算术 平均 数 在 第 
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时 刻 的 离 差 , i=1,2,…, m, t=1, 2,…, 和 N. et = zt 一 3 指标 序列 的 实际 观察 值 对 其 算 
术 平 均 数 在 第 时 和 的 6 = Hi 一 为 组合 观测 入 与 其 算术 平均 数 在 第 t 时 刻 
的 离 差 . 其 中 z= 记 YD z= en $= 去 ya 为 相应 的 算术 平均 数 . 

对 于 +t 时 刻 组 合 预 测 值 的 离 差 和 第 i 种 预测 方法 天 测 值 的 离 差 满足 如 下 关系 


= 2_vHzt 一方 ! DD Ge 可 = Phen 


i=1 NG i—1 =1 


N 
2 (2 一 可 (za — zi) 
t=1 


Bi 
N N 
‘| 2 (re 一 本 ?4 | > (za — zi)? 


N 一 
》 (es -ote — 3H) 
R 一 t=1 


N 
-ee 


则 称 Ri 为 第 i 种 单项 预测 方法 预测 值 序列 与 实际 观察 值 序列 的 相关 系数 , 称 ER 为 
组 合 预测 值 序列 与 实际 观察 值 序列 的 相关 系数 . 
相关 系数 B, R 也 可 以 用 离 差 序 列 来 表达 , 则 有 


N N 
> Creit > Et 


tl il 
= (7.1.1) 


R; 二 tl 
N N N m 
2 Cz 3 Cit > et > 所 ce 
t=1 t=1 t=1 \i=1 


i= 1,2,.…,m, 


L 


iCit 
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记 ei = (ei1, ei2)…: ,eiv)l 为 第 i 种 单项 预测 方法 的 预测 离 差 列 向 量 , 令 Ei; = 
N 
ele; 一 Sewejts 人 了 一 1,2, ,mm, E= (本 xi 则 E 称 为 组 合 预 测 协 方差 信息 


t=1 
矩阵 . 当 i 关 j 时 , Bi; 表示 第 i 种 与 第 7 种 单项 预测 方法 预测 值 序列 的 协 方差 , 当 
1 一 了 时 , Bii 表示 第 i 种 单项 预测 方法 预测 值 序列 的 方差 . 对 于 组 合 预测 协 方差 信 
息 和 矩阵 有 如 下 结论 . 
定理 7.1.1 若 m (m < NN) 种 单项 预测 方法 的 预测 离 差 向 量 组 ei,e2,… ,em 
是 线性 无 关 的 , 则 为 正定 矩阵 . 其 中 ei = (eii, ei2)… ,eiN) ,1 = 1,2,.…,m. 
证 明 与 定理 4.2.1 类 似 , 故 省 略 . 


N m 2 
记 工 = (1112,…,lm)” 为 组 合 预测 加 权 系 数列 向 量 , 因为 》， (Sue) = 


t=1 \i=1l1 

m mm N m mm 
》 >》 1 (> cacy = DA 一 LTEL. 所 以 (7.1.1) 式 可 写成 
i=1 j=1 t=1 7 j=1 y 

》， EtE 诈 》， li 》、 Et€eit 

Ri = 二 和 一 一 ， R= — 和 Sl (7.1.2) 
N 
De2VEa Dje2VITEL 
t=1 t=1 


显然 , 组 合 预 测 值 序列 与 实际 观察 值 序列 的 相关 系数 R 为 各 种 单项 预测 方法 
的 加 权 系 数 ,12,… ,lm 的 函数 , 记 为 R(11,12，,…, lm). 当 从 相关 系数 角度 考察 组 合 
预测 问题 的 时 候 , 我 们 希望 R(11,12,… ,lm) 愈 大 愈 好 , R(L1, 12,… ,lm) 越 大 表示 组 
合 预测 方法 越 有 效 . 当 组 合 预测 值 序列 与 实际 观察 值 序列 完全 相同 时 , 相关 系数 达 
到 了 最 大 值 1. 然而 预测 误差 是 不 可 避免 的 . 因此 , 基于 相关 系数 的 组 合 预 测 模型 
可 表示 成 如 下 最 优化 模型 四 


mm N 
Dh > ereit 
max R(l1,12,.…, lm) = _i=l tl 
N 
evVITEL 
t=1 
Sk=1, 
S.t. 4 人 (7.1.3) 
li > 0,4 = 1,2,...,m. 


7.1.2 ”基于 相关 系数 的 非 劣 性 组 合 预测 和 优 性 组 合 预测 的 存在 性 0 


记 Rmin = min{Ri,i = 1,2,.……,m}, Rmax = max{Ri,i = 1,2,..,m}. 
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定义 7.1.3 设 R(,12,…,lm) 为 组 合 预测 值 序列 与 实际 观察 值 序列 的 相关 
系数 , 车 RD,12,… ,lm) < Rmin, 则 称 权 系数 ,12,… ,lm 确定 的 组 合 预测 模型 为 
劣 性 组 合 预测 , 若 Rain < Rim) 和 Rmax, 则 称 之 为 非 劣 性 组 合 预测 , 若 
R(1,12,… ,lm) > Rmax, 则 称 之 为 优 性 组 合 预 测 . 

定义 7.1.3 表明 , 只 有 组 合 预 测 值 序列 与 预测 对 象 实际 观察 值 序列 的 相关 系数 
大 于 各 单项 预测 值 序列 与 实际 观察 值 序列 的 相关 系数 中 最 大 者 , 则 该 组 合 预测 模型 
才 是 优 性 的 . 

定义 7.1.4 车 第 i 种、 第 种 预测 方法 与 其 他 单项 预测 方法 预测 值 序列 的 协 
方差 以 及 它们 与 实际 观察 值 序列 的 协 方差 满足 关系 式 


| N 
Eij < Erj, 了 一 1,2,: ,mm, ereit > Yerept. (7.1.4) 


则 称 第 i 种 单项 预测 方法 基于 相关 系数 优 超 第 & 种 单项 预测 方法 . 

实际 上 , 由 定义 7.1.4 知 , 当 7 = i 时 , Bi; < Bri, 当 j= 上 时 , Bi < Erkx, 因 
为 E 是 m 阶 对 称 阵 , 所 以 Bik = Eki, 从 而 有 Ei; < Erk, 因此 若 第 i 种 单项 预测 方 
法 优 超 第 种 , 则 由 式 (7.1.2)、(7.1.4) 知 BR > Rk. 因此 就 相关 系数 而 言 , 直观 上 
可 以 认为 第 i 种 单项 预测 方法 要 “好 于 ”第 种 单项 预测 方法 . 

定理 7.1.2 假定 m(m < NN) 种 单项 预测 方法 的 预测 离 差 向 量 组 ei,e2,…… ,em 
是 线性 无 关 的 , 基于 相关 系数 的 组 合 预测 模型 (7.1.3) 的 任 一 个 可 行 解 对 应 的 组 合 
预测 至 少 是 非 劣 性 组 合 预测 . 

证 明 设 工 = (11,12,…,lm)T 为 组 合 预测 模型 (7.1.3) 的 任 一 个 可 行 解 , 则 有 
Dh=1, b>0 i=1,2,.,m. (7.1.5) 
i=1 

不 妨 设 m 种 单项 预测 方法 预测 值 序列 与 预测 对 象 实际 观察 值 序列 的 相关 系数 按 大 
小 排序 为 


即 Ri = max{Ri,i = 1,2,…,m}, Rm = min{ Bi,i 二 1,2,…,mj}, 所 以 对 任意 的 Bi， 
均 有 
Ri> Rm, i=1,2,.. m1. 


根据 定义 7.1.2 得 


see> to AVE iiy ¢%=1,2,..…,m—1. 
t=1 
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从 而 有 
m N mm NV mm 
Dh) ee Rm 》 De VE Rm >》 lV En 
> 一生 二 = 一 (16) 
LTEL 


R= _i=l tl 


N 本 N 
>》 eVvVITEL 》 ezVITIBT 
t 一 1 t=1 


因为 向 量 组 e1, e2,… ,em 是 线性 无 关 的 , 由 定理 7.1.1 知 组 合 预测 误差 信息 矩阵 E 为 


Ei Pi; ,> 
正定 阵 , 所 以 它 的 任意 二 阶 子 式 ”| >0 即 柄 < EiBji, 注意 到 4 > 0， 
i 一 了 7 
i 二 1,2,…,m, 则 有 
mm ™m ™m 7 mm 2 
LTEL=Y 》 107B5 < YY llyVBaVB;= (> VE . (7.1.7) 
i=1 j=1 i=1 j=1 t=1 


由 式 (7.1.5)、(7.1.6)、(7.1.7) 得 
Rz Rm = min{Ri,i = 1,2,.….,m}. 


再 由 定义 7.1.4 得 结论 成 立 . 

定理 7.1.2 表明 , 从 组 合 预测 相关 系数 的 角度 而 言 , 组 合 预测 模型 (7.1.3) 的 任 一 
个 归 一 化 非 负 权 系数 所 对 应 的 组 合 预 测 均 不 会 比 “ 最 差 ” 的 单项 预测 方法 还 要 差 . 

推论 7.1.1 假定 m(m < N) 种 单项 预测 方法 的 预测 离 差 向 量 组 el e2,…，, en, 
是 线性 无 关 的 , 则 人 简单 平均 组 合 预测 方法 至 少 是 非 劣 性 组 合 预测 . 

定义 7.1.5 若 某 种 单项 预测 方法 在 组 合 预测 模型 最 优 权 系数 中 为 零 , 则 称 该 
单项 预测 方法 为 元 余 预 测 方法 . 即 该 种 单项 预测 方法 增加 到 组 合 预测 模型 中 不 能 
增加 组 合 预 测 相 关系 数 , 表明 该 种 单项 预测 方法 只 提供 元 余 信息 . 

定理 7.1.3 假定 m(m < 六 ) 种 单项 预测 方法 的 预测 离 差 向 量 组 el, ez … ,em 
是 线性 无 关 的 , 基于 相关 系数 的 组 合 预 测 模 型 的 元 余 度 上 关 (m 一 1)/m, 则 其 最 优 
解 对 应 的 组 合 预测 一 定 是 优 性 组 合 预 测 . 

证 明 设 L* = ( 坟 , 如 ,…, 忆 )7 为 模型 (7.1.3) 的 最 优 解 , =(11,12,…,lm)T 为 
其 某 一 个 可 行 解 而 不 是 最 优 解 , 则 有 


mm 
DB=1, G0 Dh=1l, 52>0 i=1,2,,m. (7.1.8) 
i=1 


i=1 
组 合 预测 模型 (7.1.3) 目标 函数 是 求 最 大 值 的 , 则 有 


R(U, 3, , lm) > R(l1, 12,* ,lm). (7.1.9) 
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由 式 (7.1.7)、(7.1.8) 知 
LTEL < YY VE VE < yy i -Dum 
i=1 7 一 1 z=1 j=1 
所 以 有 
nm N 
De De >》 2 


一 三 -一生 一 ~- (7.1.10) 


因为 组 合 预测 模型 的 元 余 度 有 天 (m 一 1)/m, 所 以 最 优 解 中 至 少 有 两 个 非 0 分量, 从 
而 (1,0,..., 0)T, (0, 1,...,0)7, “, (0,0,.…., 1)7 这 mm 个 mm 维 单 位 列 向 量 分 别 是 
组 合 预 测 模型 (7.1.3) 的 可 行 解 而 不 是 最 优 解 , 由 式 (7.1.9)、(7.1.10) 知 

R(UY, BG, ) > R( 1 ,0 ,.……,0) > 

R(H, Bn) > R(O0,1,..,0) > Ro, 


Rl, ,ls ) > R(O0,0,...,1) > Rm. 


R(l1, (2,* 


所 以 
R(U, l,l) > max{Ri,i = 1,2,.…,m} = Rmax. (7.1.11) 

再 由 定义 7.1.4 得 结论 成 立 . 

定理 7.1.3 表明 , 在 m 种 单项 预测 方法 参与 的 基于 相关 系数 的 组 合 预 测 模型 中 ， 
最 优 解 只 要 有 两 个 以 上 的 分 量 不 为 0, 即 两 个 以 上 单项 预测 方法 提供 有 效 信息 , 则 
最 优 解 所 对 应 的 组 合 预测 方法 要 “好 于 ”单项 预测 方法 中 的 “最 好 ”者 , 可 见 , 最 优 
组 合 预测 模型 确实 综合 利用 单项 预测 方法 提供 的 信息 

在 文献 [46] 的 实证 分 析 中 , 例 1 有 两 种 单项 预测 方法 参与 组 合 预测 , 基于 相关 
系数 的 算术 平均 组 合 预测 模型 的 最 优 解 为 和 = 0.5400, 此 = 0.4600. 这 表明 组 合 预 
测 模型 的 元 余 度 = 0, 且 计 算出 

Ri=0.9832， R2=0.9801， R(1f, 习 ) = 0.9902. 

显然 R(, 芒 ) > max{Ri, R2}, 该 最 优 解 对 应 的 组 合 预 测 一 定 是 优 性 组 合 预测 . 

文献 [46] 的 例 2 也 有 同样 的 结论 . 文献 [46] 的 实证 分 析 验 证 定理 7.1.3 结论 


7.1.3 元 余 预测 方法 的 存在 性 及 其 判定 


定理 7.1.4 基于 相关 系数 的 组 合 预 测 模型 的 最 优 目标 函数 值 是 参与 组 合 预测 
的 各 单项 预测 方法 总 个 数 m 的 单调 不 减 函数 , 即 
R(T, 0, ) 六 ) 过 Ri “ lm, lm+1), 
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其 中 ROY, 熙 ,……, 司 ) 表示 m 个 单项 预测 方法 参与 的 组 合 预测 模型 (7.1.3) 对 应 的 
最 大 相关 系数 ,R(D, 12,…, im, im+1) 表示 再 增加 一 个 单项 预测 方法 共 m +1 个 单项 
”预测 方法 对 应 的 最 大 相关 系数 . 

证 明 设 五 = (1, 太 ,…, 忆 )? 为 m 个 单项 预测 方法 参与 的 组 合 预测 模型 
(7.1.3) 的 最 优 解 , 其 最 优 目 标 函 数值 为 


mm N 
2 Yaron 


2 VI’TEL* 


其 中 Sa =1, 20,1=1,2,..,m 

2%=1 

同 理 , 设 工 = (有 1,l2,… ,mlm+1)" 为 再 增加 一 个 单项 预测 方法 , 共 m 十 1 个 单 
项 预测 方法 参与 的 组 合 预 测 模型 (7.1.3) 的 最 优 解 , 其 最 优 目标 函数 值 为 


mm 二 1 N 
>》 天 dereit 
R(L, 72， “0 ,Lr m+1) 一 一 和 二: 一 ， (7.1.13) 
N 
Se LTEnL 
t=1 
mtl _ 
其 中 》， 1 三 1, 1 之 0， i 一 1 2 … ,7m 十 1, Em+1 为 m+l1 个 单项 预测 方法 参与 
i=1 
人 


@” Eomt)(mt!) 


方法 参与 的 组 合 预 测 协 方差 信息 矩阵 ，a = Bit Batmti)) Entmt1)) 为 
前 面 m 个 单项 预测 方法 与 第 (m+1) 个 单项 预测 方法 预测 序列 的 协 方差 向 量 ,， 即 
Ei(m+1) = eite(m+1)t E(m+1)(mt+1) 表示 第 (m+1) 个 单项 预测 方法 预测 值 序列 
t=1 
的 方差 . ex 是 由 定义 7.1.1 表示 的 第 i 种 预测 方法 预测 值 在 第 t 时 刻 的 离 差 , i = 
1,2,.…-,m,m+1. 
令 工 = (ZL* ,0)T = ( 作 , 菩 ,…, 信 ,0) 人 显然 , 工 为 m +1 个 单项 预测 方法 参与 
的 组 合 预测 模型 (7.1.3) 的 可 行 解 , 而 组 合 预 测 模型 (7.1.3) 目标 函数 是 求 最 大 值 的 ， 
则 有 
R(D, la ,lms m+) > ROT, BB, ,1,0), (7.1.14) 
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因为 LYEwmriL = (L*™,0) ( ° | 了 ) = L*TEL*, 并 注意 到 


a Fmt Det) 0 


式 (7.1.12) , 所 以 有 


m N N 

> 》 ereit 十 0x Dere(m+ns 

R00) = ~ 
VE 


t=1 


= 一 二 全 1 = RL ). (7.1.15) 
DVvVITEL’ 
t=1 
由 式 (7.1.14) 、(7.1.15) 得 
RB, Bh) & RD, la, bm, ntl). 


证 毕 . 

定理 7.1.4 证 明了 当 再 增加 一 个 单项 预测 方法 时 , 基于 相关 系数 的 组 合 预测 模 
型 的 最 大 组 合 预测 相关 系数 可 能 不 变 . 这 表明 组 合 预测 模型 可 能 存在 宛 余 预测 方 
法 . 下 面 定理 为 元 余 信 息 提 供 了 判定 . 

定理 7.1.5 ”在 基于 相关 系数 的 组 合 预 测 模型 中 , 若 第 ;种 单项 预测 方法 优 超 
第 种 单项 预测 方法 , 则 第 k 种 单项 预测 方法 一 定 为 元 余 预 测 方法 , 即 组 合 预测 模 
型 的 元 余 度 至 少 为 1/m. 

证 明 采用 反 证 法 . 假设 L* = (名 … ,相仿 为 组 合 项 测 模型 的 


最 优 解 且 第 种 单项 预测 方法 不 为 元 余 预 测 方法 ， wm 六 > 0, 且 y= = 二 则 与 五 
i=1 
对 应 的 组 合 预 测 模 型 的 目标 函数 值 为 


m N 

* 
> 1 2 €rteit 
?一 


民 ( 半 二 一 二 一 拓 : 一 一 . 
dv IL*TEL* 


构造 另外 一 个 向 基 


L=L* + = 0) 


(7.1.16) 
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其 中 工 = (0,…, 态 ,… ,一些 ,…;0)T, 即 荆 第 i 个 分 量 为 尺 , 第 k 个 分 量 为 -入 其 


余 mm 一 2 个 分 量 全 为 0. 显然 上 为 组 合 秆 测 模型 (7.1.3) 的 一 可 行 解 则 与 子 对 应 
组 合 预 测 模型 的 目标 函数 值 为 


yi 入 eteit 十 大 3 C1Cit 一 估 > CEtEjt 


及 (人 十 玫 人 0 = 二 生生 一 天: 一， (1.17) 
N 
>》, e2y LEL 
f 一 1 
注意 到 
PEL = (L* ETEL*+E) = LTEL* 12 pL*++i' pi 
= LV EL* + 2 (Ei — Ex;)+ (Bi — Eg), (7.1.18) 
j#k 


又 因为 第 i 种 单项 预测 方法 优 超 第 k 种 单项 预测 方法 , 所 以 由 定义 7.1.4 知 
Eii < Erx, Ei; < Er;, j=1,.…,m, 了 天 大 . 


由 假设 上 六 > 0 和 式 (7.1.18) 知 


brpt <L*TEL*, 2 > Eteit 十 信 > Cr1eit 一 Uk > EtEkt > > > Cr1eit: 
i= t=1 
(7.1.19) 


所 以 由 式 (7.1.16)、(7.1.17)、(7.1.19) 得 
R(t + 0, ) > RUE Dy, ,1 ). 


不 成 立 从 而 k 种 前 项 预测 方法 一 定 是 元 余 预 测 方 法 此 即 组 合 预测 模型 (7.1.3) 
的 元 余 度 至 少 为 1/m. 证 毕 . 
7.1.4 实例 分 析 Bol 


以 地 方 税收 收入 预测 为 例 说 明 进行 基于 相关 系数 的 组 合 预测 模型 的 有 效 性 . 地 
方 税收 收入 与 许多 国民 经 济 指标 都 有 着 密切 的 关系 . 这 里 收集 了 1994~2004 年 某 
省 三 个 指标 的 历史 统计 资料 9, 包括 国内 生产 总 值 、 社 会 商品 零售 总 额 、 地 方 税收 
收入 . 具体 指标 数值 见 表 7.1.1. 
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表 7.1.1 国内 生产 总 值 、 社 会 商品 零售 总 额 和 地 方 税收 收入 


指标 值 及 三 种 单项 模型 预测 值 (单位 : 亿 元 ) 
年 份 t GDP: RSVt zt 模型 (1)zlt 模型 (2)z2t 模型 (3)zst 
1994 2 1488.5 453.2 31.93 27.64 37.08 35.79 
1995 2 2003.60 586.50 48.07 52.90 55.62 49.76 
1996 3 2339.25 727.10 66.32 70.24 67.71 64.50 
1997 4 2669.95 859.80 82.58 81.51 79.62 78.41 
1998 5 2805.45 924.80 90.49 88.60 84.50 85.23 
1999 6 2908.59 979.10 96.30 93.37 88.21 90.92 
2000 7 3038.24 ”1054.30 89.74 97.68 92.88 98.80 
2001 8 3290.13 1142.80 108.06 103.42 101.95 108.08 
2002 9 3553.56 1228.70 106.93 112.44 111.43 117.09 
2003 10 3972.38 1331.20 120.78 126.63 126.51 127.83 
2004 11 4812.7 1503.1 152.77 147.83 156.77 145.85 


表 7.1.1 中 , GDP， RSVi, zt 分 别 表示 全 省 各 年 的 国内 生产 总 值 、 社 会 商品 零 
售 总 额 、 地 方 税收 收入 ，z1t,， zat zat 分 别 表 示 三 种 单项 预测 模型 对 地 方 税收 收入 
预测 值 , t 表示 时 间 . 

本 节 分 别 建立 地 方 税收 收入 与 时 间 、 国内 生产 总 值 、 社 会 商品 零售 总 额 共 三 种 
指标 的 单项 预测 模型 , 利用 SPSS 软件 估计 出 回归 模型 的 参数 . 这 三 种 单项 预测 模 
型 均 通过 已 检验 , 它们 的 方程 分 别 是 

(1) 地 方 税收 收入 与 时 间 的 回归 预测 方程 , 记 为 模型 (1). 


Zz1t = 一 7.422 765 + 40.58 447t — 5.833 866t? 十 0.311 590t3, t=1,2,...,1l. 
(2) 地 方 税收 收入 与 国内 生产 总 值 的 回归 预测 方程 , 记 为 模型 (2). 
x2t = —16.517 498 306 4 十 0.036 005 999 585 51 GDP,，. 
(3) 地 方 税收 收入 与 社会 商品 零售 总 额 的 回归 预测 方程 , 记 为 模型 (3). 
zat = 一 11.719 811 151 93 + 0.104 831 308 9792 RSV;. 
根据 以 上 三 种 单项 预测 模型 可 分 别 计 算出 地 方 税收 收入 的 预测 值 , 结果 见 表 
7.1.1 所 示 . 
将 表 7.1.1 中 数据 代入 基于 相关 系数 的 组 合 预测 模型 (7.1.3) 中 , 经 计算 得 如 下 


最 优 组 合 预 测 模型 
11 10994 1 
max R(l1, 12,13) = 了 1022 + 1099412 + T0977ls 
LTEL 


st 有 二 +l2+ls=1, 
li 之 0,l2 之 0,13 之 0, 
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11156 10954 11005 
其 中 组 合 预 测 协 方差 信 息 和 矩阵 巨 = | 10954 11008 10884 |, 工 = (4,l2,l3)T 为 
11005 10884 11041 
以 上 三 种 单项 预测 模型 在 组 合 预测 中 的 权 向 量 . 
利用 Matlab 最 优化 工具 箱 计算 基于 相关 系数 的 最 优 组 合 预测 模型 得 组 合 预测 
权 系 数 为 
放 一 0.5850， 这 = 0.4150， 太一 0. 
由 此 可 见 单 项 预测 模型 (3) 为 元 余 预 测 方法 . 
如 果 以 常用 的 基于 误差 平方 和 为 准则 的 组 合 预测 模型 55l, 可 得 如 下 最 优化 模 
型 


min S{(l1, 12, ls) =243.99112 十 311.9812 十 377.9413 十 299.921112 十 435.83lils 十 408.641213， 
1 十 2 十 1 一 1， 
(hi>0,l2 20,l3>0. 
利用 Matlab 最 优化 工具 箱 计算 出 相应 的 最 优 组 合 预 测 权 系 数 为 
lf” = 0.6328， 2* = 0.3672， BB*=0. 

为 了 反映 所 提出 的 组 合 预 测 模型 的 有 效 性 , 选择 下 列 以 下 两 个 误差 指标 评价 预 
测 效 果 . 

误差 平方 和 y . 

SSE 二 》， (Zr 一 外)2. 


t=1 


平均 绝对 百分比 误差 
N 
MAPE = Ep (zt — £7) /zal, 


其 中 z 为 指标 序列 第 t 时 刻 的 实际 观察 值 , $1 为 某 种 预测 方法 第 t 时 刻 的 预测 值 , 
NN 表示 样本 数量 ,上 = 1,2,…, NN, 按 上 述 两 个 误差 指标 分 别 计算 三 种 单项 预测 模型 
的 预测 误差 和 基于 相关 系数 的 组 合 预测 模型 的 预测 误差 , 结果 见 表 7.1.2. 

表 7.1.2 ”三 种 单项 预测 和 两 种 组 合 预测 模型 的 预测 效果 的 评价 


预测 效果 评价 指标 SSE MAPE 相关 系数 
单项 预测 模型 (1) 243.99 0.0565 0.9894 
单项 预测 模型 (2) 311.98 0.0666 0.9864 
单项 预测 模型 (3) 377.94 0.0589 0.9834 
基于 相关 系数 的 组 合 预测 模型 210.04 0.0466 0.9910 


基于 误差 平方 和 的 组 合 预 测 模型 209.46 0.0463 0.9909 
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从 表 7.1.2 可 以 看 出 , 基于 相关 系数 的 组 合 预 测 的 两 个 误差 指标 值 均 低 于 三 种 
单项 预测 模型 预测 误差 指标 值 , 同时 , 地 方 税收 收入 的 组 合 预测 值 序列 与 实际 值 序 
列 的 相关 系数 均 高 于 三 种 单项 预测 模型 的 相关 系数 , 从 而 表明 本 节 提 出 的 组 合 预测 
方法 能 够 有 效 地 提高 预测 精度 . 

另外 , 从 本 例 计算 结果 来 看 , 本 节 提 出 的 基于 相关 系数 的 组 合 预测 方法 和 常用 
的 基于 误差 平方 和 的 组 合 预测 方法 在 预测 精度 上 相差 无 儿 , 因而 基于 相关 系数 的 组 
合 预测 方法 不 失 为 另 一 种 有 效 的 组 合 预测 方法 . 


7.2 基于 灰色 关联 度 的 组 合 预测 模型 的 性 质 


本 节 主 要 针对 文献 [46] 提出 的 基于 灰色 关联 度 最 大 化 组 合 预测 模型 , 提出 新 的 
优 性 组 合 预 测 、 预测 方法 优 超 、 元 余 度 等 概念 , 研究 它 的 性 质 , 从 而 在 理论 上 说 明基 
于 灰色 关联 度 的 组 合 预 测 方法 的 有 效 性 . 
7.2.1 几 个 概念 及 基于 灰色 关联 度 最 大 化 组 合 预测 模型 8 


设 某 社会 经 济 现象 的 指标 序列 的 实际 值 为 {zi,t = 1,2,…,N}, 有 m 个 单项 
预测 方法 对 其 进行 预测 ，zi 为 第 i 种 预测 方法 第 t 时 刻 的 预测 值 , i=1,2,…,m， 
t=1,2,…, N. 则 有 如 下 几 个 概念 . 

定义 7.2.151 令 


N min min lex|+p max max |eit| 
1 1&igm 1&t&N 1&i<m 1&t&N 


?oz 三 二 
NO lealtp 0, ,Dy [ei] 


则 称 ?oi 为 第 i 种 单项 预测 方法 预测 值 序列 {zi,t = 1,2,…,NN} 与 实际 值 序列 
{fzeot = 1,2,…,N} 的 灰色 关联 度 , 简称 为 第 i 种 单项 预测 方法 的 灰色 关联 度 ， 
这 12……， m， 其 中 pe (0,1) 为 分 辨 系数 , 通常 可 取 p=0 .5, ext = ze 一 zit 为 第 
i 种 预测 方法 在 第 t 时 刻 的 预测 误差 . 

显然 , 0 < Yoi < 1. 根据 定义 7.2.1, 只 有 当 某 种 单项 预测 方法 预测 值 与 实际 值 
序列 完全 相同 时 , 即 预测 百分之百 准确 , 才 有 它们 之 间 的 灰 关 联 度 等 于 1. 

对 某 社 会 经 济 现象 的 指标 序列 进行 组 合 预测 , 设 xi 的 组 合 预测 值 为 


Zr = 121 十 [2x2t 十 … 十 LmTmts t= 1,2,.……,N, (7.2.1) 
其 中 41,42,…, lm 为 m 种 单项 预测 方法 的 加 权 系数 , 且 满 足 》 4 = 1, li 之 0, i= 
i=1 


min zi ti max zi t=1,2,:...,N. 7.2.2 
1&iCm 从 + 和 1T<X 认 了 2 2 ? ( ) 


7.2 ”基于 灰色 关联 度 的 组 合 预测 模型 的 性 质 . 145 ， 


设 e 为 组 合 预 测 方法 第 t 时 刻 的 预测 误差 , 注意 到 》 ,1 = 1, 则 有 


?一 1 
m m m 
Et 一 2t 一 个 一 it 一 1 DAC 一 Zit) 一 > lie, += 1,2, " LV (7.2.3) 
i=1 i=l1 i=1 


设 7 为 组 合 预测 值 方法 的 灰色 关联 度 , 由 定义 7.2.1 与 式 (7.2.2)、(7.2.3) 得 


N min min le|+p max max |ei| 
1 1&i<m 1&t&N 1&i<m 1&t&N 
7 一 志 》 Ism (7.2.4) 
t=1 
> lieit|+p max max |eit| 
pe i<i<m 1&t&N 
记 


显然 , 灰色 关联 度 7 为 各 种 预测 方法 的 加 权 系数 向 量 工 = (11,12,…, lm) 的 函数 ， 
所 以 7 可 记 为 7y( 卫 ). 

根据 灰色 关联 度 的 原理 , 组 合 预测 方法 的 灰色 关联 度 7 越 大 表示 组 合 预测 方法 
越 有 效 , 因此 , 基于 灰色 关联 度 的 组 合 预测 模型 可 表示 成 如 下 模型 4 


N min min lex|+p max max |eit| 
L 1 1&i<m 1&t&N 1&igm 1&t&N 
maxy(L) = > pe ; 
t=1 
》 lieit| 十 OP_ max max |ei| 
人 一 1&igm 1&t&N 
记 
3 
1 一 1， 
st. 2 (7.2.5) 
hi 20, i=1,2,...,m. 


记 Ymin 一 1 {Yoi}, Ymax 一 Nax {Yo0i}, 即 Ymin 表示 mm 种 单项 预测 方法 的 


1&igm 


灰色 关联 度 的 最 小 者 , ymax 表示 其 中 的 最 大 者 . 

定义 7.2.2 车 7 < Yuin 则 称 组 合 预测 模型 (7.2.5) 为 劣 性 组 合 预测 , 若 yoi < 
7 < Ym 则 称 组 合 预测 模型 (7.2.5) 为 非 劣 性 组 合 预测 , 若 7 > ywaxs 则 称 组 合 预 
测 模型 (7.2.5) 为 优 性 组 全 预测 ， 

定义 7.2.2 表明 , 只 有 组 合 预测 灰色 关联 度 大 于 各 单项 预测 灰色 关联 度 中 最 大 
者 , 该 组 合 预测 模型 才 为 优 性 组 合 预 测 . 优 性 组 合 预 测 就 是 从 灰色 关联 度 这 个 角度 
考虑 , 它 优 于 各 单项 预测 方法 中 的 最 “好” 者. 

在 文献 46] 的 实证 分 析 中 , 例 1 有 两 种 单项 预测 方法 参与 组 合 预测 , 基于 灰色 
关联 度 的 算术 平均 组 合 预测 模型 的 最 优 解 为 上 = 0.2947, 襄 - 0.7053, 且 计 算出 


Yo1 = 0.6323， ?oa = 0.6813， ~y(1*, 2) = 0.7496， 


显然 YF, 芒 ) > max{Yo1, Yo2}, 这 表明 该 最 优 解 对 应 的 组 合 预测 是 优 性 组 合 预测 . 
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定义 7.2.3 者 第 7 种 和 第 种 单项 预测 方法 预测 误差 满足 不 等 式 
jejt| < les， t= 1,2,...,N. 


则 称 第 7 种 单项 预测 方法 优 超 第 种 单项 预测 方法 . 者 对 任意 时 刻 均 有 严格 的 不 
等 号 成 立 , 则 称 第 7 种 单项 预测 方法 严格 优 超 第 & 种 单项 预测 方法 . 

实际 上 根据 定义 7.2.1 知 , 第 7 种 单项 预测 方法 严格 优 超 第 种 单项 预测 方法 
已 蕴涵 7oy > Yor. 即 就 灰色 关联 度 这 个 指标 而 言 , 直观 上 可 认为 第 ; 种 单项 预测 方 
法 要 “好 于 ”第 种 单项 预测 方法 . 


7.2.2 非 劣 性 组 合 预 测 和 优 性 组 合 预测 存在 的 条 件 中 1 


定理 7.2.1 若 某 种 单项 预测 方法 在 每 个 时 刻 的 预测 误差 绝对 值 均 不 小 于 其 他 
单项 预测 方法 , 则 组 合 预测 模型 (7.2.5) 的 任 一 个 可 行 解 对 应 的 组 合 预 测 至 少 是 非 
劣 性 组 合 预 测 . 

证 明 不 妨 设 第 一 种 单项 预测 方法 在 每 个 时 刻 的 预测 误差 绝对 值 均 不 小 于 其 
他 单项 预测 方法 , 即 |eit| < leitl, t= 1,2,…,N,i==2,3,…,m. 则 有 

:本 1 PD |e) + 7? Des, ,Bh leal 、 1 0, 1 lsl 十 0 区 本 下 R leal 


SA 
leizl+p Ra |eiz| |eiil +p aa lezt| 


? 


t= 1,2,...,N, 
所 以 由 定义 7.2.1 知 Yoi 之 701) = 2,3,.…,m 即 
Ymin = Yo1. 


i=1 


i 二 1,2,…,m. 所 以 
?3 
Ylieit 
?一 1 


由 式 (7.2.4) 知 Y > Yo1, 即 


条? mm 
& lilenl < len| > = lenl, t+= 1,2,...,N. 
z=1 ?一 工 


7 之 ?min- 


再 由 定义 7.2.2 得 结论 成 立 . 证 毕 . 
定理 7.2.1 表明 , 从 组 合 预 测 灰 色 关 联 度 的 角度 而 言 , 在 一 定 的 条 件 下 组 合 预测 
模型 (7.2.5) 的 任 一 个 归 一 化 非 负 权 系数 所 对 应 的 组 合 预 测 均 不 会 比 “ 最 差 ” 的 单 
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定理 7.2.2 设 ml = ,max {noi}, 即 ?ol 表示 mm 种 单项 预测 方法 中 的 最 大 灰 
色 关 联 度 ， dz € (一 jeaz| 》 |eazj)， t= 1, 2, 四 ,人 ， 若 如 下 (N 十 1) xm 的 线性 方程 组 


e1ili + e21l2 + + emilm = di, 
e12li + e2212 十 … :十 em2lm = do, 
ee. (7.2.6) 
e1Nli + e2nl2 + :+ emNlm = dn, 
tlt +lm=1 


存在 非 负 解 , 则 组 合 预测 模型 (7.2.5) 一 定 存在 优 性 组 合 预测 . 
证 明 设 如 上 的 (N+1)xm 的 线性 方程 组 存在 的 非 负 解 为 工 = ( 语 , 熙 ,…, 访 )”， 
由 (7.2.6) 式 知 


m 
Dd He = di, t=1,2,..…,N, DH=1, 0. 


< |eat| 一 1 2 由 (7.2.4) 式 知 


mm 
来 
> ls Cit 


i—=l1 


因为 dt € (一 |eit| ,leizt|), 所 以 


Y > ?ol, 而 ?7ol = ,oi), 即 


7 > Ymax: 
由 定义 7.2.2 得 结论 成 立 . 证 毕 . 
推论 7.2.1 设 ?ol = max {Yoi}, 着 纸 = 2 € (一 jertl ,lettl) t = 


1<&i<m 


.NN, 则 简单 等 权 平 均 组 合 预 测 方法 是 优 性 组 合 预 测 方法 
7 。 宛 作 预测 方法 的 一 个 判定 中 


一 般 认 为 随 着 参与 组 合 预测 的 单项 预测 方法 个 数 m 的 增加 , 组 合 预 测 模型 
(7.2.5) 的 最 大 组 合 预测 灰色 关联 度 一 定 是 m 的 严格 单调 增加 函数 , 然而 实际 上 ， 
当 再 增加 一 个 单项 预测 方法 时 , 模型 的 最 大 组 合 预测 灰色 关联 度 可 能 不 变 . 这 是 由 
于 在 一 定 的 条 件 下 组 合 预测 模型 (7.2.5) 可 能 存在 元 余 预 测 方法 . 

定理 7.2.3 在 组 合 预 测 模型 (7.2.5) 中 , 车 任意 第 t 时 刻 各 单项 预测 方法 的 预 
测 误差 elt, ezt,… , emt 的 符号 相同 , t = 1,2,…, NN, 且 第 j 种 单项 预测 方法 严格 优 
超 第 种 单项 预测 方法 , 则 组 合 预 测 模型 (7.2.5) 的 元 余 度 至 少 为 1/m. 

证 明 采用 反 证 法 ”假设 五 = (好,…,…, 记 …, 记 )” 为 组 合 预测 模型 
(7.2.5) 的 最 优 解 且 第 种 单项 预测 方法 不 为 元 余 预 测 方法 , 即 大 > 0, 》 全 = 二 因 


i=l1 
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为 任意 第 t 时 刻 各 单项 预测 方法 的 预测 误差 elt eat …,emt 的 符号 相同 , 所 以 有 


一 》 len t=1,2,..,N. (7.2.7) 


由 式 (7.2.5)、(7.2.7) 知 , 与 L” 对 应 组 合 预 测 模型 (7.2.5) 的 最 优 目标 函数 值 为 


BE 10e, 1 lex| + Rs 1 leal 


一 > lex|+p 1 1 jea| 


YE] 一 工 (7.2.8) 


构造 向 量 

一 (有 人 7 一 Dy + lk, 1 ” 0, 
即 的 第 了 个 分 为 六 十 及, 第 大 个 分 量 为 0, 其 余 m2 个 分 量 与 五 = (下 
下 7 相同 . 显然 这 为 组 全 预测 模型 (7.2.5) 的 一 可 行 解 , 则 与 上 对 应 
天 的 自 高 数 全 为 


1 ,Di ea| 十 PR Das, leal 

ZN ZI 

YL) = HS (7.2.9) 
人 cul 十 ( 节 十 从) ess + 7 De, Bs, ea 

2¥], 


又 因为 第 ; 种 单项 预测 方法 严格 优 超 第 上 种 预测 方法 , 所 以 由 定义 7.2.3 知 
lesi| < lerxt|, t=1,2,.……,N. 


注意 到 假设 共 > 0, 则 有 


2 lea| — (2: leal 二 (人 十 久 加 = (er — lejs|) > 0， (7.2.10) 
“了 天 
所 以 
> lezs| > > leal+ (B+) lesl. (7.2.11) 


z 天 了 大 
由 式 (7.2.8)、(7.2.9)、(7.2.11) 得 
ME’) < YE). 


这 与 L* = (时 人 人) 为 组 合 预测 模型 (7.2.5) 的 最 优 解 矛盾 ! 所 
以 假设 不 成 立 . 从 而 第 种 单项 预测 方法 一 定 是 元 余 预 测 方法 ， 即 组 合 预 测 模型 
(7.2.5) 的 元 余 度 至 少 为 1/m. 证 毕 . 
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7.3 基于 向 量 夹 角 余 弦 的 组 合 预测 模型 的 性 质 


本 节 主 要 针对 基于 向 量 夹 角 的 余 芝 的 组 合 预测 模型 , 给 出 新 的 优 性 组 合 预测 、 
预测 方法 优 超 、 宛 祭 度 等 概念 , 研究 它 的 性 质 , 从 而 在 理论 上 说 明基 于 向 量 夹 角 的 
余弦 的 组 合 预测 方法 的 有 效 性 . 


7.3.1 符号 说 明 及 概念 3 


设 某 社会 经 济 现象 的 指标 序列 的 实际 值 为 {x4,t = 1,2,…,N}, 设 有 m 个 单项 
预测 方法 对 其 进行 预测 , 设 第 i 种 单项 预测 方法 第 t 时 刻 的 预测 值 为 zi, i=1,2,… ， 


满足 》 4 = 1,l > 0,1= 1,2,…,m, 根据 加 权 算 术 平均 的 组 合 预 测 原理 , 则 有 


?一 工 


Tm 
t= lr t=1,2,...,N, (7.3.1) 
一 


其 中 如 表示 第 t 时 刻 预 测 对 象 实际 值 x; 的 组 合 预测 值 . 


令 耻 =|[z1， ZT2,° °°, TN ], ;=[zil, Ti2. ,TiN ]™, 2=1,2,. “2, 及 三 [21, 22, “i 
2N]7, 则 叉 表 示 预 测 对 象 实际 值 向 量 , 和 X; 表示 第 i 种 单项 预测 方法 预测 值 向 量 , 各 
表示 组 合 预测 值 向 量 . 

令 

N 
Drerit »》, Tt 
= m=. (7.3.2) 
N N N N 
>》 2 》 xz >》 2 >》 多 


根据 两 个 向 量 夹 角 的 余弦 计算 公式 知 , mi 为 第 i 种 单项 预测 方法 预测 值 向 量 XX; 
与 预测 对 象 实际 值 向 量 瑟 的 夹 角 的 余弦 , 7 为 组 合 预测 值 向 量 这 与 实际 值 向 量 忆 的 
夹 角 的 余弦 . 
再 令 
N 
L= (la lnm) , Fy= XEXj= > Tr bj = 1,2,..,m, 
t=1 


F = (Bj), (7.3.3) 


其 中 工 表示 组 合 预测 加 权 系 数列 向 量 , Fi; 表示 向 量 外 ; 与 大) 的 内 积 , 下 表示 mxm 
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的 方 阵 , F 称 为 组 合 预测 信息 矩阵 . 则 有 


t=1 \i=1 j=1 i=1 j=1 


= D0 = LiFL. (7.3.4) 


i 二 1 j=1 
把 式 (7.3.1) 代入 到 式 (7.3.2) 的 9 中 并 注意 式 (7.3.3)、(7.3.4), 则 向 量 夹 角 的 余 茨 
m7 可 以 写成 如 下 形式 


N mm N 
>》 ZX 人 证 > 1 2 TETit 
t=1 1 一 


放 三 一 -一 一，1 一 1 2 7 1= - 诗 一 二 一 一 ， 
N 
m2VF )5 VITFL 
t=1 


显然 , 组 合 预测 值 与 实际 值 向 量 的 向 量 夹 角 的 余弦 ? 为 各 种 单项 预测 方法 的 加 
权 系 数 有 ,2,… ,lm 的 函数 , 记 为 7 (11,12,…, lm). 为 了 使 组 合 预测 值 逼近 实际 值 , 我 
们 希望 X 和 用 这 两 个 向 量 之 间 的 夹 角 愈 小 愈 好 . 也 就 是 向 量 夹 角 的 余弦 愈 大 愈 好 ， 
所 以 9 (11,l2，,… ,lm) 越 大 表示 组 合 预 测 方法 越 有 效 . 当 发 = 处 时, 其 向 量 夹 角 的 余 
弦 达 到 了 最 大 值 1. 然而 组 合 预测 误差 也 是 不 可 避免 的 . 因此 , 基于 向 量 夹 角 余 弦 的 
最 优 组 合 预测 模型 可 表示 成 如 下 形式 [9 


(7.3.5) 


mm N 
2 2 mer 
max n(l1, 12,.…, lm) = 一 
S_ wvVLIFL 
t=1 
?772 
hi=1, 
gt. 2 (7.3.6) 
li > 0,i= 1,2,.…,m. 


记 Wmin = min{m,i = 1,2,. ,mm}, Wmax = max{mi,i = 1,2,.…,m}, 即 ein 表 
示 m 种 单项 预测 值 向 量 与 实际 值 向 量 的 夹 角 的 余弦 中 的 最 小 者 , mmax 表示 m 个 向 
量 夹 角 的 余弦 中 的 最 大 者 , 则 有 如 下 定义 . 

定义 7.3.1 设 1(11,l2,…,lm) 为 组 合 预测 值 向 量 与 实际 值 向 量 的 夹 角 的 余 
茧 , 若 7 (12,… ,lm) < min， 则 称 权 系 数 ,12,… 确定 的 组 合 预测 模型 为 
劣 性 组 合 预 测 , 若 min < 7 (11 和) 所 Tmax 则 称 之 为 非 人 性 组 合 预测 , 知 
n (12 lin) > Tmax 则 称 之 为 优 性 组 合 预测 
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定义 7.3.1 表明 , 只 有 组 合 预测 值 向 量 与 预测 对 象 实际 值 向 量 的 夹 角 的 余 弦 大 
于 各 单项 预测 值 向 量 与 预测 对 象 实际 值 向 量 的 夹 角 的 余弦 中 最 大 者 , 该 组 合 预测 模 
型 才 是 优 性 的 . 

定义 7.3.2 若 第 ; 种、 第 k 种 单项 预测 方法 预测 值 向 量 与 其 他 单项 预测 方法 
预测 值 向 量 以 及 实际 值 向 量 的 内 积 满足 如 下 关系 式 


N N 
Fi; < Fy, 7 = 1,2,.….,m, > zirit > > Tir. 
t=1 t=1 


则 称 基于 向 量 夹 角 的 余弦 意义 下 第 i 种 单项 预测 方法 优 超 第 种 单项 预测 方法 . 

实际 上 , 由 定义 7.3.2 知 ,Fis < Fri, Fip < Fxp, 由 式 (7.3.3) 知 Fs = Rik, 则 有 
Fi < Fxk. 因此 , 车 第 i 种 单项 预测 方法 优 超 第 种 单项 预测 方法 , 则 由 向 量 夹 角 
的 余弦 计算 式 知 m; > m . 因此 就 向 量 夹 角 的 余弦 而 言 , 直观 上 可 以 认为 第 i 种 单 
项 预测 方法 获得 预测 值 更 “接近 ”于 实际 值 , 即 第 i 种 单项 预测 方法 要 “好 于 ”第 
种 单项 预测 方法 . 

定义 7.3.3 若菜 种 单项 预测 方法 在 组 合 预 测 模型 最 优 权 系数 中 为 零 , 则 称 该 
单项 预测 方法 为 元 余 预 测 方 法 . 即 该 种 单项 预测 方法 增加 到 组 合 预 测 模型 中 不 能 
增加 组 合 预 测 向 量 夹 角 的 余弦 , 表明 该 种 单项 预测 方法 只 提供 元 余 信 息 . 


7.3.2 基于 向 量 夹 角 的 余弦 的 非 劣 性 组 合 预测 和 优 性 组 合 预测 的 存在 性 [9 


引 理 7.3.1 假定 m(m < N) 种 单项 预测 方法 的 预测 值 向 量 组 古 1, 匡 2…, 瑟 m 
是 线性 无 关 的 , 则 组 合 预测 信息 矩阵 忆 为 正定 矩阵 . 

证 明 与 定理 4.2.1 类 似 , 故 省 略 . 引 理 7.3.1 表 明 在 预测 值 向 量 组 瑟 1, 筷 2，… ,天 mm 
是 线性 无 关 的 条 件 下 , 组 合 预测 信息 矩阵 五 为 正定 阵 . 

定理 7.3.1 假定 m(m < 入) 种 单项 预测 方法 的 预测 值 向 量 组 夭 1, 六 2,… ,Xm 
是 线性 无 关 的 , 基于 向 量 夹 角 的 余弦 的 组 合 预 测 模型 (7.3.6) 的 任 一 个 可 行 解 对 应 
的 组 合 预测 至 少 是 非 劣 性 组 合 预 测 . 

证 明 工 = (11,12,… ,lm)7 为 组 合 预 测 模型 (7.3.6) 的 任 一 个 可 行 解 , 则 有 


Dh=1, hi20 i=1,2,.,m. (7.3:7) 


设 mm 种 单项 预测 方法 预测 值 向 量 与 预测 对 象 实 际 值 向 量 的 向 量 夹 角 的 余弦 按 大 小 
排序 为 1 之 72 之 … 之 rm, 即 


m = max{m,i = 1,2,.…,m}, nm = min{nm,i = 1,2,.…,m)}, 
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所 以 对 任意 的 mi, 均 有 下 式 成 立 让 > rm, i 二 1,2,…,m 一 1. 再 根据 (7.3.5) 式 得 


N N 
》 ”ztzit > Mm >》 22V Fs, 4 一 120 一 工 . 
t=1 t=1 


从 而 

mm N m N m 

DD eri nm 》 x2v Fi nm 》 liV Ps 

i 二 1 t=1 i=l1 t=1 i=1 

1 = 一 一 一 -一 一 > 一 -一 一 一 一 一 . (7.3.8) 
N N VLTFL 
DVLTFL S22VLTFL 
t=1 t=1 


因为 向 量 组 和 X1, 六 2,…, 革 mm, 是 线性 无 关 的 , 由 引 理 7.3.1 知 组 合 预测 信息 矩阵 五 


为 正定 阵 , 所 以 它 的 任意 二 阶 子 式 | | > 0 出 有 三 < FsPy, 注意 到 二 > 


订 条 


0,1 一 1 2 7 从 而 


m m m m m 2 
ITFL= ,> 150B & YhlVP VE = 过 VE) . (7.3.9) 
i=1 j=1 . i=1 j=1 i=1 

由 式 (7.3.7)~(7.3.9) 得 7 > nm = min{my,i = 1,2,…,mj, 再 由 定义 7.3.1 得 结论 成 
立 . 证 毕 . 

定理 7.3.1 表明 , 从 组 合 预测 向 量 夹 角 的 余弦 的 角度 而 言 , 组 合 预 测 模型 (7.3.6) 
的 任 一 个 归 一 化 非 负 权 系数 所 对 应 的 组 合 预测 均 不 会 比 “最 差 ” 的 单项 预测 方法 还 

推论 7.3.1 简单 平均 组 合 预 测 方 法 至 少 是 非 劣 性 组 合 预测 . 

以 向 量 夹 角 的 余弦 作为 判断 准则 , 优 性 组 合 预测 一 定 比 “最 好 ”的 单项 预测 方 
法 还 要 “好 ”. 因此 研究 优 性 组 合 预测 的 存在 性 具有 一 定 的 理论 意义 . 

定理 7.3.2 假定 m(m < Y) 种 单项 预测 方法 的 预测 值 向 量 组 处 2,…, 基 mn 
是 线性 无 关 的 , 基于 向 量 夹 角 余弦 的 组 合 预 测 模 型 的 元 余 度 有 < (m 一 1)/m, 则 最 
优 解 对 应 的 组 合 预 测 一 定 是 优 性 组 合 预 测 . 

证 明 设 玉 = ( 膏 ,万 ,…, 访 )” 为 模型 (7.3.6) 的 最 优 解 , 工 = (11,12,…, lm)T 
为 其 某 一 个 可 行 解 而 不 是 最 优 解 , 则 有 


A m™m 
Dl, W200 Dh=l, li>0 i=1,2,.,m. (7.3.10) 
i=1 


?一 
因为 基于 向 量 夹 角 余弦 的 组 合 预测 模型 (7.3.6) 目标 函数 是 求 最 大 值 的 , 则 有 


1 > ql, 2 Lm). (7.3.11) 
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由 式 (7.3.9)、(7.3.10) 知 


LTFL< yy VEVE) < DD + -2 Fi. 


i=1] 7 一 1 ?一 1 j=1 


从 而 有 


m N 
SL 2 》 >》 wera 
1 


ll . (7.3.12) 


n(1, 12,* “ ,lm) = 一 守 
EE 3 Dip, 
t=1 t=1 i—=1 


因为 组 合 预 测 模 型 的 元 余 度 有 < (m 一 1)/m, 所 以 最 优 解 中 至 少 有 两 个 非 0 分 量 , 从 
而 (1, 0,- ,0)7, (0, 1,. …,0)T, 时 :, (0, 0,: ,1)T 这 mm 个 mm 维 单位 列 向 量 分 别 是 组 
合 预测 模型 (7.3.6) 的 可 行 解 而 不 是 最 优 解 , 由 式 (7.3.11)、(7.3.12) 知 


nC, 2 ) > 7(1,0,... ,0) 之 111， 
(UT, 态 ，) > 7(0,1,.….,0) 之 ?12， 


11( 人 人) > 7(0,0,.…., 1) 之 Tm-. 


所 以 9 下 加 ) > max{7 二 1,2,… ,mj} = Tmax, 再 由 定义 7.3.1 得 结论 成 立 . 

定理 7.3.2 表明 在 m 种 单项 预测 方法 参与 的 基于 向 量 夹 角 的 余弦 的 组 合 预测 
模型 中 , 最 优 解 里 只 要 有 两 个 以 上 的 分 量 不 为 0, 即 两 个 以 上 单项 预测 方法 提供 有 
效 信息 , 则 最 优 解 所 对 应 的 组 合 预测 方法 要 “好 于 ”单项 预测 方法 中 的 “最 好 ”者 ， 
可 见 , 最 优 组 合 预测 模型 确实 综合 利用 了 单项 预测 方法 提供 的 信息 


7.3.3 基于 向 量 夹 角 的 余弦 的 元 余 预 测 方法 的 存在 性 及 其 判定 9 


对 于 基于 向 量 夹 角 的 余弦 的 组 合 预 测 模型 (7.3.6) 有 如 下 结论 成 立 . 
定理 7.3.3 ”基于 商量 夹 角 的 余弦 的 组 合 预测 模型 的 最 优 目标 函数 是 参与 组 合 
预测 的 各 单项 预测 方法 总 个 数 m 的 单调 不 减 函 数 , 即 


n(U, 2 “ “1%) < n(l, 2, ” 1 


其 中 (人 站 ，, 访 ) 表示 m 个 单项 预测 方法 参与 的 基于 向 量 夹 角 的 余弦 的 组 合 预 
测 模型 对 应 的 最 大 向 量 夹 角 的 余下 1( ,72 ,lm im+1) 表示 再 增加 一 个 单项 预测 
方法 共 m +1 个 单项 预测 方法 对 应 的 最 大 向 量 实 角 的 余弦 . 
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证 明 设 Z = (人 人 …, 访 ) 为 吕 个 单项 预测 方法 参与 的 组 合 预测 模型 
(7.3.6) 的 最 优 解 , 其 最 优 目标 函数 值 为 


yr Da 


ne, ,1 ) = 一生: (7.3.13) 
其 中 >》 用 = 之 0,2= 1,2,.…,m 


， 到 2V 下 
t=1 
i=1 


设 L 一 (1 712 , Um, np1)T 为 再 增加 一 个 单项 预测 方法 ， 共 mm 二 1 个 单项 预 
测 方法 参与 的 基于 向 量 夹 角 的 余弦 的 组 合 预 测 模型 的 最 优 解 , 其 最 优 目 标 函 数值 为 


mt+1i 


2 ls 二 TTit 


n(, 12， “"", Lm, lmn+1) 一 六 » (7.3.14) 


OAVLE FnnL 


t=1 


其 中 Pet 人 


fT F Den ) f=(Fi0mty), Famty),: 。。 ,Pintm+)) , Pi(mt1) = 
mm m 


N 


KEKm+i = Dvirtmriy, i 二 1,2,…,m 十 1, (m+1) 表示 第 i 种 单项 预测 方法 与 
t 一 1 

第 m +1 种 单项 预测 方法 预测 值 向 量 的 内 积 ， m+1 表示 m +1 个 单项 预测 方法 参 
与 的 m++1 阶 组 合 预 测 信息 和 矩阵. 且 > =1,l >0,1=1,2,..,m+1. 

二 (于 全, 访 ,0)7, 显然 L 为 7 十 1 个 单项 预测 方法 参与 的 基于 向 量 夹 
衣 的 人 下调 组 人 各 讽 模 的 同和 则 有 

n(h, /2， 本 bm, lm+1) 之 n(l, 12， 的 ln 0)， 
由 式 (7.3.14) 得 
人 (人 0) = (0, Bn)- 


所 以 了 (和信 玖 ) 系 了 Di ,mbm+1), 即 结论 成 立 . 

定理 7.3.3 证 明了 当 再 增加 一 个 单项 预测 方法 时 , 基于 向 量 夹 角 的 余弦 的 组 合 
预测 模型 的 最 优 目标 函数 值 可 能 不 变 . 这 表明 组 合 预 测 模型 可 能 存在 元 余 预 测 方 
法 . 下 面 一 个 定理 为 元 余 信 息 提供 了 判定 . 
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定理 7.3.4 在 基于 向 量 夹 角 的 余弦 的 组 合 预测 模型 中 , 若 第 i 种 单项 预测 方 
法 优 超 第 种 单项 预测 方法 , 则 组 合 预 测 模型 的 元 余 度 至 少 为 1/m. 
成) 了 为 组 合 预测 模型 的 最 优 解 


水 * 
,se, 
AL 


证 明 反 证 法 . 假设 L* = (+, 
且 第 种 单项 预测 方法 不 为 元 余 预 测 方法 , 即 及 > 0, 》 作 =1, 则 与 L* 对 应 的 组 
i=1 


合 预测 模型 的 目标 函数 值 为 
2 N 
Di TH 、 
(7.3.15) 


(时 一 1 
SRVL"T FL 


构造 另外 一 个 向 量 尼 一 五 天 = (全 十 放 10) 其 中 大王 (0 天 
一 此 0), 即 三 的 第 ;个 分 量 为 六, 第 上 个 分 量 为 -六 其 余 mm 一 2 个 分 量 全 为 0. 
显然 , 上 上 为 组 合 预测 模型 (7.3.1) 的 一 可 行 解 , 则 与 上 对 应 组 合 预 测 模型 的 目标 


函数 值 为 
m N N N 
>》 ， 三 》、 TTjt 十 > TTit 一 大 > ， tt 
N00 一 Ny 一 - 一 " 
SVE FL 
t=1 
(7.3.16) 
而 
六 一 (十 天 TEL 十 天 = LIF +2L FT 十 元 FL 
= "TFL + 2 (Fy; — Fy) + U2 (Ps — Fee). (7.3.17) 


了 ZK 
又 因为 第 i 种 单项 预测 方法 优 超 第 k 种 单项 预测 方法 , 所 以 由 定义 7.3.2 知 
N N 
Fi <Fegp, Pi < Fj, j= m, JFk Drtri > YTerk 
t=1 t=1 


注意 到 假设 大 > 0, 且 由 式 (7.3.17) 知 上 了 FL<L"TFL*, 且 
m N N N m N | 

2, 5 > ZiTjt 十 访 >》, Zevit 一 全 YZernt > >》, 5 》, VETjt: (7.3.18) 

j=1 二 1 t=1 t=1 和 1 t=1 

有 


由 式 (7.3.15)、(7.3.16)、(7.3.18) 得 
于 0 > 
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而 这 与 (开罗 并 为 组 合 预测 模型 (7.3.1) 的 最 优 解 矛盾 ! 所 以 假设 
不 成 立 . 从 而 第 种 单项 预测 方法 一 定 是 完 余 预测 方法 , 此 即 组 合 预测 模型 (7.3.1) 
的 元 余 度 至 少 为 1/m. 

7.3.4 实例 分 析 [e3 


太阳 活动 规律 的 模拟 与 预测 是 全 球 多 学 科研 究 的 热点 问题 之 一 , 尤其 是 太阳 黑 
子 相对 数 极 大 极 小 的 年 份 和 数值 更 为 世界 所 关注 后 .文献 [55] 利用 太阳 黑子 数 从 
1700~1979 年 共 280 年 的 时 间 序 列 数据 建立 了 五 种 时 间 序 列 模型 (原始 时 间 序 列 数 
据 参 见 文献 [50]), 这 里 取 其 中 的 三 种 时 间 序 列 模型 进行 基于 向 量 夹 角 的 余 荡 的 组 合 
预测 来 说 明 本 模型 的 有 效 性 . 这 三 种 时 间 序 列 模 型 6 表示 如 下 . 

(1) 非 线 性 门限 自 回 归 模 型 (TAR). 设 太 阳 黑 子 数 时 间 序 列 为 {Zt, t=1, 2,…， 
280}, 对 {2 t=1, 2,…, 280} 进 行 Box-Cox 变换 得 {Xi, t=1, 2,…, 280}, 即 令 


X= (205—1)/0.5=2VZ —1), t=1,2,...,280. 
再 对 {X:} 建 立 TAR 模型 得 


1.9659+0.8052X1_1++0.1053X1_2 一 0.2681Xt 3 十 0.107Xt -4 一 0.1844Xt 5 


区 一 0.0199Xt 6 十 0.1772Xt 7 一 0.2258Xt_ 8 十 0.1190Xt_ 9 十 0.1409Xt_ 10 
t = 


+el, 当 Xt_8 < 12, 
4.8751 + 1.4196X,_1 - 0.8261X, 2 二 ct， 当 X_g > 12. 
(2) 不 含 趋势 的 琶 合 模型 


2nt 2nt 
Zi = 一 e0.003824 (9.189 sin 广 + 9.841 cos 尝 ) 十 52.26 + Xi, 


其 中 Xs = 1.168X 1 ~ 0.4283X;_2 一 0.1561X4 3 + 0.1874Xi 4 — 0.1115X4 5 + 
0.03894X;_6 + 0.01896X;..7 一 0.0192Xi_s 十 0.1955X+ 9 + et. 

(3) 自 回 归 模 型 (AR(p)). 令 XX; = 24 一 48.9886, 对 {Xs} 建立 AR(9) 模型 得 

Xs =1.1764X 1 — 0.4331X as — 0.1640X_3 十 0.1827X 4 — 0.1278X,.s 

十 0.0406Xt -6 十 0.0158Xt -7 — 0.0305 X48 十 0.2192Xt 9 十 et: 
利用 以 上 三 种 时 间 序 列 模型 对 太阳 黑子 数 预 测 值 55 见 表 7.3.1. 
， 将 表 7.3.1 中 数据 代入 到 模型 (7.3.6) 中 , 经 计算 得 如 下 基于 向 量 夹 角 的 余 弦 的 

最 优 组 合 预测 模型 


maxn(l,12) = 


1 十 12 十 3 一 1 
| >¥0,l >0,ls>0, 


24243.5311 十 249.0712 + 227.5713 
LTFL 


3» 
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表 7.3.1 太阳 黑子 数 的 观察 值 和 三 种 时 间 序 列 模型 的 预测 值 


年 份 黑子 数 的 观察 值 TAR 模型 不 含 趋势 亚 合 模型 AR 模型 
1980 154.6 158.63 163.5 158.97 
1981 140.4 137.24 139.5 128.99 
1982 115.9 98.21 100.4 84.74 
1983 66.6 61.31 65.38 48.64 
1984 45.9 32.64 35.02 21.66 
1985 17.9 17.42 15.2 9.38 
1986 13.4 16.4 7.812 10.7 
1987 29.2 26.47 21.75 32.23 


59741 61061 56123 
其 中 组 合 预测 信息 矩阵 丸 = | 61061 62539 57359 |, 工 = (11,l2,13)T 为 以 上 三 
56123 57359 53167 

种 时 间 序 列 预 测 模型 在 组 合 预测 中 的 权 向 量 . 
利用 Matlab 最 优化 工具 箱 计 算得 最 优 组 合 预 测 权 系数 为 


=0.5003， 此 = 二 0.4997， 此 二 0. 


由 此 可 见 自 回归 预测 模型 为 元 余 预 测 方法 . 
为 了 反映 组 合 预测 模型 (7.3.6) 的 有 效 性 , 通常 选择 下 列 预 测 效 果 评 价 指标 体 
系 E61， 


N 


t=1 


N 
(2) 平均 绝对 误差 MAE = 六 > [ze — Bil. 


(3) 平均 绝对 百分比 误差 MAPE = [zs — 4) /ztl. 


根据 上 面 的 预测 效果 评价 指标 公式 ， 组 合 预测 模型 (7.3.6) 和 三 种 单项 预测 模 
型 的 误差 指标 的 计算 结果 如 表 7.3.2 所 示 . 


表 7.3.2 ”组 合 预测 模型 和 三 种 单项 预测 模型 预测 效果 评价 指标 


SSE MAE MAPE 

非 线性 门限 自 回归 模型 559.6576 6.2050 0.1142 
不 含 趋势 的 琶 合 模型 534.1510 6.6423 0.1595 
自 回归 模型 2119.4 12.9238 0.2447 

组 合 预测 模型 507.7094 6.0483 0.1088 


从 表 7.3.2 的 预测 效果 评价 指标 体系 来 看 , 组 合 预测 模型 (7.3.6) 的 误差 指标 值 


. 158 . 第 7 章 ”基于 相关 性 指标 的 最 优 组 合 预 测 的 有 效 性 理论 


均 低 于 三 种 单项 预测 模型 , 从 而 表明 基于 向 量 夹 角 的 余弦 的 最 优 组合 预 测 模型 可 以 
取得 比 各 单项 预测 方法 更 好 的 预测 效果 . 


7.4 基于 Theil 不 等 系数 的 优 性 组 合 预测 模型 的 性 质 研究 


本 节 针 对 提出 的 基于 改进 的 Theil 不 等 系数 的 组 合 预测 模型 , 给 出 新 的 优 性 组 
合 预 测 、 预 测 方法 优 超 等 概念 , 研究 了 它 的 基本 性 质 , 从 而 在 理论 上 说 明基 于 改进 
的 Theil 不 等 系数 的 组 合 预 测 方法 的 有 效 性 . 


7.4.1 符号 说 明 及 基于 改进 的 Theil 不 等 系数 的 组 合 预测 模型 概念 [99 


设 某 社会 经 济 现象 的 指标 序列 的 实际 值 为 {fze t=1,2,……,N }, 设 有 m 个 单项 预 
测 方法 对 其 进行 预测 , 这 m 个 单项 预测 方法 均 参 与 到 组 合 预测 中 . 设 第 i 种 单项 预 
测 方法 第 t 时 刻 的 预测 值 为 zi4,t=1,2… ,NN, i=1,2…, m. 设 第 i 种 单项 预测 方法 
在 组 合 预测 中 的 加 权 系 数 为 , 且 满 足 


Dh=1, b>0 i=1,2,..,m. (7.4.1) 
根据 加 权 算 术 平 均 的 组 合 预测 原理 , 则 有 
be= > liz, t=1,2,..,N, (7.4.2) 
i=1 


其 中 多 表示 指标 序列 第 t+ 时刻 的 组 合 预 测 值 . 
定义 7.4.1 令 


1 之 1 1 
人 ^ 2 一 分 2 
= $a 坟 半 + 广 半 全 | 


则 称 ji 为 第 i 种 单项 预测 方法 预测 值 序列 {xi,t=1,2,…, 入 } 与 指标 序列 实际 值 {2， 
t=1,2,…, NN } 的 Theil 不 等 系数 , 称 4 为 组 合 预测 值 序列 与 指标 序列 实际 值 的 Theil 
不 等 系数 . 

显然 , Theil 不 等 系数 jw; es [0,1] 及 pe& [0,1], p 值 越 小 表示 预测 精度 越 高 , 特 
别 地 , 当 = 0 时 , 表示 组 合 预 测 值 与 指标 序列 实际 值 相等 , 此 为 理想 的 或 完美 的 预 
测 . 当 你 = 一 zz 时 , 即 组 合 预测 值 与 实际 值 完 全 相反 , 此 时 jy = 1, 它 表 示 预 测 极 不 
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准确 . 但 是 当 和 恒 为 零 时 , 也 会 出 现 y= 1 的 情形 . 为 了 区 分 这 两 种 不 同 的 情形 , 则 
引进 如 下 改进 的 Theil 不 等 系数 . 
定义 7.4.2 令 


N N 
A i= 1,2,.……,m, 
t=1 t=1 


N N 
D(z 一 a / >》 2 
t=1 t=1 


则 称 7 和 7 分别 为 第 i 种 单项 预测 方法 预测 值 序列 {zxit,t=1,2,… ,NN } 及 组 合 预测 
值 序列 {Si;, t=1,2,…, NN } 与 实际 值 序列 {zi, t=1,2,…, NN } 改 进 的 Theil 不 等 系数 . 
显然 , 改进 的 Theil 不 等 系数 me [0,co) 及 & [0, oo), 7 值 越 小 表示 组 合 预测 
精度 越 高 , 当 r = 0 时 , 2 = zt 1=1,2,…, 入 , 表示 组 合 预测 准确 无 误 . 当 $: == 一 
时 , 7 二 2, 当 hi = 0 时 ,7 二 1, 所 以 改进 的 Theil 不 等 系数 能 将 它们 区 分 开 . 
令 eit 二 Zi 一 Zit, 1 二 1,2,…, mm, t= 二 1,2,… ,和 N, et 二 Zt 一 全 +) 则 ez 表示 第 ;种 预测 方法 
在 第 t 时 刻 的 预测 误差 , et 表示 组 合 预测 方法 在 第 时 刻 的 预测 误差 , t=1,2,…, 和. 
再 令 


(7.4.3) 


L= (l,m), E = (Ei;)nmxm- 
则 工 表示 组 合 预 测 加 权 系 数列 向 基 ， 瑟 表 示 m x m 的 方 阵 , B 称 为 组 合 预测 误差 
信息 矩阵 . 其 中 当 i 关 j 时 , Biy = 》 enezt 表示 第 i 种 与 第 j 种 单项 预测 方法 预测 
t=1 
N 
误差 序列 的 协 方差 , 显然 Bi; = Bji. 当 i= jf 了 时, Bis = 》_ ,2 表示 第 i 种 单项 预测 


t=1 
方法 误差 序列 的 方差 . 
在 上 述 符号 下 并 注意 式 (7.4.1)、(7.4.2), 则 有 


ei 


. 160 . 第 7 章 ”基于 相关 性 指标 的 最 优 组 合 预 测 的 有 效 性 理论 


所 以 改进 的 Theil 不 等 系数 式 (7.4.3) 可 写成 下 式 


= VE 亚 / 2 ,T= VILTEL z/ (Ee (7.4.4) 


显然 , 组 合 预测 值 序列 与 实际 值 序列 改进 的 Theil 不 等 系数 为 组 合 预测 方法 的 
加 权 系 数 上 ,12,… ,lm 的 函数 , 记 为 r(1,j ,lm). 当 从 改进 的 Theil 不 等 系数 角 
度 考察 组 合 预 测 问 题 的 时 候 我 们 希望 r(0 12 … ,lm) 愈 小 愈 好 , 7T(l1,12,…, lm) 越 
小 表示 组 合 预测 方法 越 有 效 . 当 和 = zi, t=1,2,…, N, Theil 不 等 系数 达到 了 最 小 
值 0. 然而 预测 误差 是 不 可 避免 的 , 因此 , 基于 改进 的 Theil 不 等 系数 的 组 合 预测 模 
型 可 表示 成 如 下 模型 


N 
min7(l1,12,.…, ln) = Vaz/ >a 
t=1 


m (7.4.5) 
S.t. | 2 一 


站 之 0 二 127 


记 Tmin = Imnin{Ti = 127p}，Tmax = maxfT = 1,2,.…,m}, 即 roin 和 
Tmax 分 别 表示 m 种 单项 预测 什 序 字 列 与 指标 序列 实际 值 的 改进 的 Theil 不 等 系数 中 
的 最 小 者 和 最 大 者 , 有 如 下 定义 . 

定义 7.4.3 若 7(1,12,…,lm) > Tmax, 则 称 权 系数 ,12,.…, lm 确定 的 组 合 预 
测 模型 为 劣 性 组 合 预测 , 若 Tain < T(,12,… ,lm) < Tmax, 则 称 之 为 非 劣 性 组 合 预 
测 , 车 (有 1,12,… ,lm) < Tmin, 则 称 为 优 性 组 合 预 测 . 

定义 7.4.3 表明 , 只 有 组 合 预测 值 序列 与 指标 序列 实际 值 的 Theil 不 等 系数 小 
于 各 单项 预测 值 序列 与 指标 序列 实际 值 的 Theil 不 等 系数 中 最 小 者 , 该 组 合 预测 模 
型 才 是 优 性 的 . 

定义 7.4.4 若 第 i 种 、 第 上 种 单项 预测 方法 与 其 他 单项 预测 方法 预测 值 序列 
以 及 实际 值 序列 的 协 方差 满足 


Ei; < Ek;, 7 = 1,2,.…,m. (7.4.6) 


则 称 第 i 种 单项 预测 方法 基于 Theil 不 等 系数 优 超 第 种 单项 预测 方法 . 

实际 上 , 由 式 (7.4.6) 知 Ei < Bi Bir < Ekk, 由 Bi; 的 定义 式 知 Bki = Big, 则 
有 Eii < Erkk, 因此 车 第 i 种 单项 预测 方法 优 超 第 & 种 单项 预测 方法 , 则 由 改进 的 
Theil 不 等 系数 计算 式 (7.4.4) 知 < 7%. 因此 , 就 改进 的 Theil 不 等 系数 而 言 , 可 
以 认为 第 i 种 单项 预测 方法 的 预测 值 更 “接近 ”于 实际 值 , 即 第 i 种 单项 预测 方法 
要 “好 于 ”第 天 种 单项 预测 方法 . 
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7.4.2 基于 改进 的 Theil 不 等 系数 的 组 合 预测 模型 的 性 质 93 


引 理 7.4.1 假定 mm < N) 种 单项 预测 方法 的 预测 误差 向 量 组 ei,e2,…… ,em 
是 线性 无 关 的 , 其 中 e; = (en, ep ,eiN) ,i 二 1,2,…,m, 则 组 合 预测 误差 信息 
矩阵 B 为 正定 矩阵 . 

定理 7.4.1 在 引 理 7.4.1 的 假定 条 件 下 , 基于 改进 的 Theil 不 等 系数 的 组 合 预 
测 模型 的 任 一 个 可 行 解 对 应 的 组 合 预测 至 少 是 非 劣 性 组 合 预测 . 

证 明 设 工 = (1,l2,…,lm)7 为 组 合 预测 模型 (7.4.5) 的 任 一 个 可 行 解 , 设 m 
种 单项 预测 方法 预测 值 序列 与 指标 序列 实际 值 改进 的 Theil 不 等 系数 按 大 小 排序 
为 

用 之 72 之 …' 之 Tm. 
即 五 = max{7ni,i 二 1,2,…,m}, Tm 二 min{n,1; 二 1,2,…,m}, 所 以 对 任意 的 5, 均 
成 立 
Rn, 1= 2,3,.……,m. (7.4.7) 


把 式 (7.4.4) 代入 式 (7.4.7) 得 


N 
VE < nA Dz, i=1,2,..,m. (7.4.8) 
t=1 


因为 向 量 组 €1,€2,°"°* ,Em 是 线性 无 关 的 ， 由 引 理 7.4.1 知 组 合 预测 误差 信息 怎 阵 E 
为 正定 阵 ， 所 以 它 的 任意 二 阶 主 式 2 | > 0, 则 有 殉 < Bj, 注意 到 


3 II 
Ei 之 0,7= 1,2,...,m, 有 
mm ™m mm mm 72 2 
LEL=) 》 lB & YY llVBivVE = (> nV . (7.4.9) 
i=1 j=1 i=1 j=1 i=1 


由 (7.4.1)、(7.4.8)、(7.4.9) 式 得 


N N 
Ts/ a/ ya 
t=1 i=1 t=1 
m N N 
Sn ald 2 / Dz =n. (7.4.10) 
i=1 t=1 t=1 


从 而 Te 71 一 max{T, i 三 1,2, 3 m}, 再 由 定义 7.4.3 得 结论 成 立 . 

定理 7.4.1 表明 , 从 组 合 预测 改进 的 Theil 不 等 系数 的 角度 而 言 , 组 合 预测 模型 
(7.4.5) 的 任意 妇 一 化 非 负 权 系 数 所 对 应 的 组 合 预测 均 不 会 比 “最 差 ” 的 单项 预测 方 
法 还 要 “ 差 " 
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推论 7.4.1 简单 算术 平均 组 合 预测 方法 至 少 是 非 劣 性 组 合 预测 . 

定理 7.4.2 假定 m(m < NN) 种 单项 预测 方法 的 预测 误差 向 量 组 el e2,:… ,em 
是 线性 无 关 的 , 其 中 ei = (en, et ,eiN) ,4 = 1,2,…,m, 基于 Theil 不 等 系数 的 
组 合 预测 模型 的 宛 余 度 有关 (m 一 1)/m, 则 其 最 优 解 对 应 的 组 合 预 测 一 定 是 优 性 组 
合 预 测 . 

证 明 设 基 于 Theil 不 等 系数 的 组 合 预 测 模型 (7.4.5) 的 最 优 解 为 L*= (2, 习 ,……， 
及 六 设 工 = (1,12,…,lm)7 为 其 一 个 可 行 解 , 则 模型 (7.4.5) 的 最 优 目标 函数 值 
T( 嫩 , 芒 ,…, 纺 ) 满足 

TU 2, < TU 12 lm). (7.4.11) 


由 式 (7.4.9) 并 注意 到 》 4 = 1, 4 之 0,i=1,2,…,m, 则 有 


i=1 


EELS<),Y》 UlVEaVE < 2 2 = > lbs. 
i=1]1 


i=1 j=1 i=1 了 一 上 


所 以 


N mm N 
7T(112 7, lm) = Va 区 < Su /a (7.4.12) 
t=1 i=1 t=1 


由 式 (7.4.12) 及 式 (7.4.4) 知 


N 
00) vn/ Sz? =n, 
t=—1 
N 
Om) vm yz? = 12, 
Or (7.4.13) 


N 
7(0,0,.…,1) < vas/ Dz? = rm. 
t=1 


因为 组 合 预测 模型 的 元 余 度 太夫 (m 一 1)/m, 所 以 最 优 解 中 五 ”= (全 下 ,成 ,)T 
至 少 有 两 个 非 0 分 量 , 而 工 1 = (1 0 ……0)7 只 有 一 个 非 0 分 基 , 所 以 它 是 组 合 预测 模 
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也 均 是 组 合 预测 模型 (7.4.5) 的 可 行 解 而 不 是 最 优 解 , 分 别 把 它们 代入 式 (7.4.11) 得 
TI, 3, ,0 ) < 7(1,0,...,0), 
T(lt, 3, 2 ;lh) < T(0， 1 ,0)， 


7T(1, 2 ,2 ) < 7(0, 0, “0 ), 1)， 
所 以 式 (7.4.13)、(7.4.14) 知 


(7.4.14) 


T(U1, 2, “0 ,lm) < min{7;,1 = 1,2,.: ,mm} 一 Tmin. 


再 由 定义 7.4.3 得 结论 成 立 . 

定理 7.4.2 表明 , 在 m 种 单项 预测 方法 参与 的 基于 Theil 不 等 系数 的 组 合 预 测 
模型 中 , 最 优 解 里 只 要 有 两 个 以 上 的 分 量 不 为 0, 即 两 个 以 上 单项 预测 方法 提供 有 
效 信息 , 则 最 优 解 所 对 应 的 组 合 预 测 方法 要 “好 于 ”单项 预测 方法 中 的 “最 好 ”者 ， 
可 见 , 最 优 组 合 预 测 模型 确实 综合 利用 了 单项 预测 方法 提供 的 信息 . 

在 文献 [46] 的 实证 分 析 中 , 例 1 有 两 种 单项 预测 方法 参与 组 合 预测 , 基于 Theil 
不 等 系数 的 算术 平均 组 合 预 测 模型 的 最 优 解 为 

1 =0.5581, =0.4419. 
这 表明 组 合 预测 模型 的 元 余 度 有 = 0, 且 计 算出 
71=0.0325, 72 = 0.0360， 7(1,) = 0.0260. 


显然 , T(, 如 ) < min{n,72), 该 最 优 解 对 应 的 组 合 预测 一 定 是 优 性 组 合 预 测 . 文献 
[46] 的 例 2 也 有 同样 的 结论 . 可 见 文献 [46] 的 实证 分 析 验 证 了 定理 7.4.2 结论 的 正 
确 性 . 

定理 7.4.3 ”基于 改进 的 Theil 不 等 系数 的 组 合 预测 模型 的 最 优 目标 函数 是 参 
与 组 合 预测 的 各 单项 预测 方法 总 个 数 m 的 单调 不 增 函数 , 即 


T(l1, lo, “0 ,Um lm+1) < T(l1F, 2, “0 ;Ln) 


其 中 7 好 ,下 ,…; 克 ) 和 了 (2 ,bmim+t1) 分 别 表示 m 个 单项 预测 方法 及 再 增加 
一 个 单项 预测 方法 共 m +1 个 单项 预测 方法 参与 的 基于 改进 的 Theil 不 等 系数 的 组 
合 预测 模型 的 最 优 目标 函数 值 . 

证 明 设 天王 (人 人 区 六 和 三 = (Poostotl7 分 别 为 m 个 单 
项 预测 方法 参与 的 组 合 预测 模型 (7.4.5) 的 最 优 解 及 再 增加 一 个 单项 预测 方法 共 m 
十 1 个 单项 预测 方法 参与 的 组 合 预 测 模型 (7.4.5) 的 最 优 解 , 则 有 


N 
T(U, 2 一 VE 》 22， (7.4.15) 
t=1 
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N 
7T(11， 12， ”0? , Lm, lm+1) 一 V FE >?, (7.4.16) 
t=1 


mm m+1 
其 中 = L020,i=1,2,m, Dh =Lh>0,i=1,2,...,m+l, Enti = 
;一 i=1 
E a T ya 入 
T ) @ 一 (Bi(m+y), Eap Em(m+1)) 为 前 面 的 mi 单项 
G Emt)(mt1) 


预测 方法 与 第 (m+1) 个 单项 预测 方法 预测 误差 序列 的 协 方差 , E(w (m+1) 表示 第 
(m+1) 个 单项 预测 方法 预测 误差 序列 的 方差 . 

令 工 = (于 全 及 ,0)7 显然 ,了 为 mm +1 个 单项 预测 方法 参与 的 组 合 预测 模 
型 (7.4.5) 的 可 行 解 , 则 有 

TU, 2 lm m+) < T(U, 2, , ,0). 
由 式 (7.4.16) 得 
TU in 0) = 7TH, BB, ). 

所 以 T(l, 2,: * lm lnt1) < 7T(U ) 人， 0 1)， 结论 成 立 . 

定理 7.4.3 证 明 当 再 增加 -一 个 单项 预测 方法 时 基于 Theil 不 等 系数 的 组 合 预 
测 模型 的 最 优 目标 函数 值 可 能 不 变 . 这 表明 组 合 预 测 模型 可 能 存在 元 余 预 测 方法 . 

定理 7.4.4 在 基于 改进 的 Theil 不 等 系数 的 组 合 预测 模型 中 , 若 第 i 种 单项 预 
测 方法 优 超 第 种 单项 预测 方法 ， 的 人大 于 作为 1/m. 

证 明 假设 L* = (三 人 有) 为 组 合 预 测 模型 的 最 优 解 且 第 k 
种 单项 关注 方法 不 为 元 余 预 测 方 法 ,8 估 > 0, 且 y= 二 1, 则 与 L* 对 应 的 组 合 预 


i=1 
测 模型 的 目标 函数 值 为 


和 
T(1*,.- i VEEL S22. (7.4.17) 
t=1 


构造 另外 一 个 向 量 

L=IL*+L= (有 二 有 0 
其 中 天 = (0,…, 访 …,- 态 …,0)", 即 氏 的 第 i 个 分 量 为 尼 , 第 个 分 量 为 -以 ， 
其 余 m2 个 分 量 全 为 0. 显然 为 组 合 预测 模型 (7.4.5) 的 一 可 行 解 , 则 与 对 应 
组 合 预测 模型 的 目标 函数 值 为 


N 
T(t 民 0) = Tre /ue . (7.4.18) 
t=1 


7.4 基于 Theil 不 等 系数 的 优 性 组 合 预测 模型 的 性 质 研究 - 165 . 


容易 计算 
ETE (+ITEL+E) = LTE +2L pL*+L EL 
= LTEL* +2 > 站 (Bi — Egy) + U2 (Eis — Ers). (7.4.19) 
jh 


又 因为 第 i 种 单项 预测 方法 优 超 第 种 单项 预测 方法 , 所 以 由 定义 7.4.3 知 
Ei < Er, Bi <Ee, j=1,,m, jk. 
注意 到 假设 大 > 0, 且 由 (7.4.19) 式 知 
FE < TEL*. (7.4.20) 
所 以 由 式 (7.4.17)、(7.4.18)、(7.4.20) 得 
7 


而 这 与 工 = (于 访 并 为 组 合 预测 模型 (7.4.5) 的 最 优 解 矛盾 ! 所 以 
假设 不 成 立 . 此 即 组 合 预测 模型 (7.4.5) 的 元 余 度 至 少 为 1/m. 
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现 有 的 加 权 平 均 组 合 预测 方法 存在 赋 权 的 缺陷 . 本 章 在 有 序 加 权 平 均 算 子 概念 
的 基础 上 , 提出 诱导 有 序 加 权 平 均 算 子 , 建立 新 的 组 合 预测 模型 , 给 出 组 合 预测 权 系 
数 的 确定 的 数学 规划 方法 . 并 且 进 行 实例 分 析 , 结果 显示 该 类 模型 能 有 效 提高 组 合 
预测 精度 . 


8.1 三 种 主要 的 有 序 信 息 集结 算 子 和 诱导 有 序 集结 算 子 
8.1.1 OWA 算 子 和 IOWA 算 子 的 概念 及 性 质 8s,103 


美国 著名 学 者 Yager 提出 了 有 序 加 权 平 均 算 子 8485] (ordered weighted averaging 
operator) 和 诱导 有 序 加 权 平 均 算 子 Bal(induced ordered weighted averaging opera- 
tor). 有 序 加 权 平 均 算 子 和 诱导 有 序 加 权 平 均 算 子 均 是 介 于 最 大 算 子 与 最 小 算 子 之 
间 的 一 种 信息 集成 方法 , 常规 的 加 权 算术 平均 算 子 是 它们 的 特例 .近年 来 , 有 关 该 
算 子 的 理论 研究 已 引起 专家 学 者 的 关注 , 成 为 国外 十 分 活 牙 的 研究 课题 之 一 , 并 广 
省 应 用 于 数学 规划 、 神 经 网 络 88 、 群 决策 分 析 B9~103 、 模 糊 逻 辑 控制 器 Ho3 、 市 
场 研 究 104 等 诸多 领域 

定义 8.1.1[93,105] 设 OWAw : R" 一 R 为 nn 元 函数 , W = (on oa , Wn) 
是 与 OWAw 有 关 的 加 权 向 量 , 满足 》 wi = 1, wi > 0, i=1,2,…, n, 若 


i 二 1 


OWAw (ai, a2,.… ,an) = > wib:. (8.1.1) 
i=1 


则 称 函 数 OWAw 是 n 维 有 序 加 权 平 均 算 子 , 简称 为 OWA 算 子 , 其 中 b% 是 a1,a2,… ,an 
中 按 从 大 到 小 的 顺序 排列 的 第 i 个 大 的 数 . 
例如 , 设 wi = 0.3, wa = 0.4, ws = 0.2, wa = 0.1, 则 由 定义 8.1.1 得 


OWAw(2,4,1,5) =5x0.3+4x0.4+2x0.2+1x0.1= 3.6. 


定义 8.1.1 表明 , OWA 算 子 是 对 n 个 数 a1,a2,…,an 按 从 大 到 小 的 顺序 排序 
后 进行 有 序 加 权 平 均 的 , 权 系 数 wi 与 数 a; 无 关 , 而 是 与 41,a2,… ,an 的 按 从 大 小 
顺序 排 的 第 i 个 位 置 有 关 . 


8.1 三 种 主要 的 有 序 信息 集结 算 子 和 诱导 有 序 集结 算 子 . 167 . 


OWA 算 子 具有 如 下 性 质 . 
性 质 8.1.1( 单 调 性 ) 设 (a1,42,…,an) 和 (oo，…o) 是 任意 两 个 数据 向 
量 , 且 有 ai > a, Yi € {1,2,…,n}, 则 


OWAw (a1, 2,.…… ,an) > OWAw(a1, 09, ,04). (8.1.2) 
证 明 由 定义 8.1.1 知 


OWAw (a1, 02,.*… ,Qn) = wib, (8.1.3) 
i=1 


其 中 5b; 是 (a1,a2,…,an) 中 按 从 大 到 小 的 顺序 排列 的 第 i 个 大 的 数 . 
OWAw (a1, a2,.** ,an) 一 Sd, (8.1.4) 
?一 工 
其 中 % 是 a4,a2,…,a% 中 按 从 大 到 小 的 顺序 排列 的 第 i 个 大 的 数 . 
因为 w > ol, Vi € {1,2,…,n}, 则 有 


Vi€ {1,2,...,n}, 


注意 到 ， Wi 之 0， 2=1,2, “1, 从 而 有 
n nn 
wibs 之 > wib,, 
i=1 2=1 


此 即 OWAw(ai1, aa an) >OWAm(aio oo) .证 毕 . 
性 质 8.1.2( 署 换 不 变性 ) 设 (a4， Q9， , G4) 是 (a1, CQ2)… an) 的 任 一 置换 ， 则 
OWAw(ai,a,.… ,a%) = OWAw (a1, 02,.…, an). (8.1.5) 


证 明 设 六 和 和信 分 别 是 两 个 数据 向 量 ol aa …,an 和 a1,a2,…,a% 中 按 从 大 
到 小 的 顺序 排列 的 第 i 个 大 的 数 , 因为 (a1, 2,… ,04) 是 (a1,Q2,…,an) 的 任 一 置 
换 ， 所 以 bs; 之 bs, Vi E {1,2,.…,n}, 从 而 有 
Sb, 一 Sd | 
z=1 i=1 
由 式 (8.1.3)、(8.1.4) 知 


OWAw (a’, a2, “ ,Qn) OWAw (ai, C2， .an ). 证 毕 . 
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性 质 8.1.3( 篆 等 性 ) 设 (a1p2,… ,an) 是 任 一 数据 向 量 , 若 对 任意 i e {1,2,…,n}， 
Qi 一 Q， 则 有 


OWAw (ai, CQ2 an) 一 Q. (8.1.6) 


证 明 设 b; 是 数据 向 量 oil, az,…，,an 按 从 大 到 小 的 顺序 排列 的 第 i 个 大 的 数 ， 
因为 Qi 一 Qa, 二 1,2,.. “人 所 以 b; 一 Q， 对 任意 LE {1,2,. ,Nn}), 注意 到 DE 一 1, 


4 一 1 
2Wi 之 0， 1=1,2, “1, 从 而 有 


nn nn 
> ui 人 一 ay》 Wi 一 Q。 
i 二 ] 


1 二 1 


由 式 (8.1.3) 知 OWAw (a1, C2) 0m) 一 Q. 证 毕 . 
性 质 8.1.4 设 W* = (1, 0,..… ,0), 则 


OWAw:(a1,a2,:…… ,an) = max{ai}. (8.1.7) 


证 明 设 b 是 数据 向 量 a1,a2,…,an 按 从 大 到 小 的 顺序 排列 的 第 i 个 大 的 数 ， 
则 651 = max{ai}, 由 式 (8.1.1) 知 


OWAmws(at aa ,Qn) =1xX 和 +0x b+… 十 0 x bn 二 卫 二 max{Qi}. 证 毕 . 
性 质 8.1.5 设 本 ,= (0,…,0,1), 则 
OWAw.(aa aa，……an) = min{ai}. (8.1.8) 


证 明 设 bi 是 数据 向 量 a1,02,… ,an 按 从 大 到 小 的 顺序 排列 的 第 i 个 大 的 数 ， 
则 


bn = min{as}. 
由 式 (8.1.1) 知 


OWAw, (on oa ,an) =0xD +0x02 二 二 1x b= bn = min{fai}. 证 毕 . 
性 质 8.1.6 设 Wavs = (二 二) 网 
nn nn 


1 nn 
OWAwWwavsa (1, 492, ** ,Qan) = 元 》， Qi. (8.1.9) 
i=1 
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证 明 设 5; 是 数据 向 量 a1,0z,…,an 按 从 大 到 小 的 顺序 排列 的 第 i 个 大 的 数 ， 


n nn 
> Qi 一 > bi. 
i=] i=1 


则 


由 式 (8.1.1) 知 


1 1 1 1 1 必 
W. . 二 二 二 ,二 二 = 二 》 访 = 二 》 ai 证 毕 
O AWwave(Q1, 02, ,Qn) 一 n Xx 加 十 二 X p2 十 十 元 x bn, 一 n 一 bi; 一 n ai: 证 


2=1 
性 质 8.1.7( 介 值 性 ) 设 (@1,a2,…,an) 是 任 一 数据 向 量 , 则 
OWAw:*(a1,a2,.…*,an) > OWAw (a1,Q2,:…* ,an) > OWAw, (Q1,a2,..* ,Qn). (8.1.10) 


证 明 设 bi 是 数据 向 量 Q1,02,° ,Qn 按 从 大 到 小 的 顺序 排列 的 第 2 个 大 的 数 ， 
由 式 (8.1.1) 知 。 
OWAw (a1, Q2, , Qn) 一 Dwib:. 

?一 | 


注意 到 》 wi = 1, wi 之 0,1 = 1,2,…,n, 则 有 


i=I 
n nn nn 
min{a:} = bn = > wibn < > wib: < 》 wib1 一 b 一 Iax{os， 
i=1 i=1 i=1 


所 以 由 式 (8.1.7)、(8.1.8) 知 
OWAw. (aQ1, aa2， 四 an ) < OWAw (a1, a2, 四 ,Qn) < OWAw: (al， CQ2 an ). 证 毕 . 


定义 8.1.2195] 设 ((v1, Qa1) 》 (v2, a2) yy (vn, an)) 为 nN 个 二 维 数组 ， 令 


IOWAw ((v1, a1) 》 (V2, a2) )"""y 《un， an)) 一 》， WiQy—index(i), (8.1.11) 


i=1 


其 中 W = (wi,2w2,…,wn) ”是 与 TOWAw 有 关 的 加 权 向 量 , 满足 > wi = 1, wi > 0， 


2%=1 
i 二 1,2,… ,nv 一 index() 是 1,v2,… ,vn 中 按 从 大 到 小 的 顺序 排列 的 第 i 个 大 的 
数 的 下 标 , 则 称 函 数 IOWAw 是 由 ,v2,… ,vn 所 产生 的 n 维 诱导 有 序 加 权 算 术 平 
均 算 子 , 简称 为 IOWA 算 子 , v; 称 为 a; 的 诱导 值 . 
定义 8.1.2 表明 , IOWA 算 子 是 对 诱导 值 v1,v2,… ,vn 按 从 大 到 小 的 顺序 排序 
后 所 对 应 的 a1,Q2,… ,an 中 的 数 进行 有 序 加 权 平 均 , wi 与 数 ai 的 大 小 和 位 置 无 关 ， 
而 是 与 其 诱导 值 所 在 的 位 置 有 关 . 
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例如 , 设 (3,4) , (1,2), (5,1) ,《7,0) 为 4 个 二 维 数组 , 与 TOWAw 有 关 的 加 权 向 
量 为 
Wi=0.3, wo =0.4, ws=0.2, wa=0.1. 
从 而 
IOWAw ((3, 4) , (1, 2) , (5, 1), (7,0)) = 0 x 0.3+1x0.4+4x0.2+2x0.1=1.4. 
IOWA 算 子 具 有 如 下 性 质 Dogl. 


性 质 8.1.8( 单 调 性 ) 设 ((v1, Q1), (v2, a2), “"'， (vn, Qn)) 和 ((v1, 01), (v2, 02), 机 
(un; ah)) 是 任意 两 个 数据 向 量 , 且 有 au > ao Yi € {1,2,…,n}, 则 


IOWAw ((v1, Q1) ; (v2, Qa2) 9""")y (Un, Qn)) 之 IOWAw ((wl， ad1》 》 (v2, as) )"""y (Un, 0)) ’ 


(8.1.12) 
证 明 由 定义 8.1.2 知 
IOWAw ((v1, al) , (v2, 42) ,+** , (Un, Qn)) = wiQv index(s); (8.1.13) 
?一 1 
IOWAw (Cv1, a1) , (V2, a2) ) (Vn, Qn)) 一 >», WiQy index(i): (8.1.14) 
i=1 


因为 Qi > 0, Vi E {1, 2,.…… ,1}, 则 有 


Qv—index(i) 之 Oo _index(a， Vi E {1, 2， ""’, n} 
注意 到 Wi 之 0， ?一 1)2，， ` ,7%, 从 而 有 DY wiaw index() 之 wial inqex(i): 
“一 1 1 二 1 
由 式 (8.1.13)、(8.1.14) 知 
IOWAw ((v1, Q1) 》 (v2, Q2) 9 (Un, an)) 之 IOWAw ((v1, a’) )》 (v2, a2) )""", (Un, an )) " 
证 毕 . 
性 质 8.1.9( 置 换 不 变性 ) 设 ((v1， a ), (C2 GO “ ,U4 wo) 是 (人 wa ,01) ,U2,02)» ”9 
(vn, an)) 任 一 置换 数据 向 量 ， 则 
IOWAw ((v1, Q1) , (U2, a2) 0 (Vn, an)) = IJOWAw ((v1, a1) ) (v2, a2) 7), (Vn, an)) . 
(8.1.15) 


证 明 因为 ((v1, 01) ; (v2, 02) 1 (Vn, ah)) 是 ((v1, al) ， (v2, a2) "0 《un， an)) 任 
一 置换 数据 向 量 , 则 有 Qu 一 indexGi) = Qu _index()， Vi € {1,2,...,n}. 从 而 有 


n n 
7 
》 WiQy—index(i) = 》 WiQy index(i): 
《一 1 t=1 
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由 式 (8.1.13)、(8.1.14) 知 
IOWAw ((v1, a1) , 2, 09 (Vn; Qn)) =IOWAw (aa , (02, 09) , (Vn; 04)) :证 举 . 
性 质 8.1.10( 考 等 性 ) 设 ((vi,a1) ,4v2,42),…, (Vn,Qn)) 是 任 一 数据 向 量 , 若 对 
任意 ie {1,2,…,n}, 有 a;=a, 则 有 
IOWAw ({v1,a1) , (V2, Q2) ,*…, (Vn; Qn)) = a. (8.1.16) 
证 明 因为 @; = oa,Vi=1,2,…,n, 所 以 有 ay_ingexts) = o Vie {1,2,…,n}, 注 
意 到 yw = 1, wi > 0, i==1,2,…, n, 从 而 


4 一 | 
IOWAw ((v1, Qa1) » (v2, Q2) ,: (Un, Qn )) -> WiQv—index(i) -》 WiQ=a > Wi 三 Q. 证 毕 . 


2=—1 z=1 


性 质 8.1.11 设 ((v1,Q1),;(v2,Q2),…, (vn,Qan)) 是 任 一 数据 向 量 ， WAavE = 
(更 
n’'n n 


1 nn 
IOWA wavs((V1, 01) , (V2, aa) (un Qn)) = 2 (8.1.17) 
> 1 1 1 
证 明 由 Wavs = (全 nr 2) 和 式 (8.1.11) 知 
IOWA Wwave ((V1, 01) , (V2, 02) 《on Qn)) = 2 万 9o-index(G) 一 记 2 made 


因为 >- Qi 一 -yo index(i)， 所 以 IOWAwavse ((v1, 1), (v2, 02) » (un Qn)) -De 


i=1 t=i 
证 毕 . 
性 质 8.1.12( 介 值 性 ). 设 ({v1, Q1) 3 (v2, a2) 》 (Un Qn)) 是 任 一 数据 向 量 ， 则 
min{a:} < IOWAw ((v1,01) , (V2, 42) (unyan)) < max{Qi}. (8.1.18) 


证 明 因为 min{ai} < Qu-index(i) < max{ai)}, Vi€ {1, 2…… 7 注意 到 >》, Wwi = 1, 
1 
Wi 之 0， ?一 1)2， ”了 从 而 


IOWAw((u， a1),(v2, Q2) » on an)) > WiQv—index(i) 


nn nn 

< 》 wi max{ai} = max{a:} > ws = max{ai}. 
多 2 2 

i=1 i=1 
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同 理 可 证 
min{ai} < IOWAw ((v1, 01) , (V2, 42) ,… , (vn, an)) .证 毕 . 
性 质 8.1.13 设 ((w1,Q1), (v2,42) ,…, (vn;Qn)) 是 任 一 数据 向 量 , 着 w = ai， 
Vi € {1,2,…,n}, IOWA 算 子 退化 为 OWA 算 子 , 即 
IOWAw ((v1, ai) , (v2, 82) (on an)) = OWAw (a1, 02,.… ,Qn). (8.1.19) 


证 明 因为 Vi 一 Qi) Vz E {1,2, “ ,Nn}, Qu—index(i) 一 bi, 其 中 bi 是 Qi 02 ,Un 
中 按 从 大 到 小 的 顺序 排列 的 第 i 个 大 的 数 , Yi e {1,2,…,n}, 从 而 


IOWAw (on al) , (v2, 02) ,, (Vn; Gn)) = 》 WiQvindex(®) 
i=1 


一 > wibs = OWAw (a1, 02,.…* ,Qn). 
一 
证 毕 . 
8.1.2 OWGA 算 子 和 IOWGA 算 子 的 概念 及 性 质 [105| 
定义 8.1.3L06] 设 OWGAw : BR+"” 一 Rt 为 n 元 函数 ,W = (wi,tw2,… wn) 


n 


Z 一 1 
OWGAw (ai, a2, … amp) 一 ITI, (8.1.20) 
一 工 
其 中 5 是 a1,62,…,a 中 按 从 大 到 小 的 顺序 排列 的 第 i 个 大 的 数 ， 则 称 函 数 


OWGAw 是 n 维 有 序 加 权 几 何平 均 算 子 , 简 记 为 OWGA 算 子 . 
例如 , 设 wi = 0.3, ua = 0.4, us = 0.2, wa = 0.1, 则 定义 8.1.3 得 


OWGAw (2,4,1,5) = 503 x 404 x 202 x 101 = 3.2413. 


定义 8.1.3 表明 , OWGAw 算 子 是 对 n 个 数 a1,a2,… ,an 按 从 大 到 小 的 顺序 排 
序 后 进行 有 序 加 权 几 何平 均 的 , 权 系数 wi 与 数 ai 无 关 , 而 是 与 a1,a2,…,an 的 按 
从 大 小 顺序 排 的 第 i 个 位 置 的 数 b; 有 关 . 

类 似 地 , 可 以 证 明 OWGA 算 子 具有 如 下 性 质 no5, 限于 篇 幅 证 明 省 略 . 

性 质 8.1.14( 单 调 性 ) 设 (aa ,an) 和 (a4,a5,…,a4) 是 任意 两 个 正 的 数 
据 向 量 , 且 有 Vai > af i € {1,2,…,n}, 则 


OWGAw(a1, aa ,an) > OWGAw (a’, a2,. al)， (8.1.21) 


8.1 三 种 主要 的 有 序 信息 集结 算 子 和 诱导 有 序 集结 算 子 “173. 


性 质 8.1.15( 和 置换 不 变性 ) 设 (a1， a9， 7 ay) 是 (al， Q2， , Qn) 的 任 一 置换 ， 则 
OWGAw (a1, 02, , 0%) = OWGAw (a1, 02,.* ,an). (8.1.22) 


性 质 8.1.16( 客 等 性 ) 设 (a1,a2,…,an) 是 任 一 正 的 数据 向 量 , 若 对 任意 i e 
{1,2,…,n}, 有 a;=a, 则 


OWGAm (ai, Q2,"*":， Qn) 一 QQ. (8.1.23) 
性 质 8.1.17 设 W* = (1,0,.…. ,0), W 一 (0，……，0， 1 则 
OWGAw:(a1, 2,.… ,an) = max{ai}, (8.1.24) 


OWGAw, (a1, 02,.…* ,an) = min{a;}. (8.1.25) 


性 质 8.1.18 设 Wavs = ( 吉 训 …, 汪 ), 风 
nN nN 


OWGAwve (al， Q2,.……， an) 二 ?7 II Qi (8.1.26) 
i=1 


性 质 8.1.19( 介 值 性 ) 设 (a1,a2,…,an) 是 任 一 正 的 数据 向 量 , 则 


min{ai} < OWGAw (ai, aa ,an) < max{ai}. (8.1.27) 
定义 8.1.4[105] 设 ((u1, a1) 》 (Wo, a2) 3 (Un, Qn)) 为 也 个 二 维 数组 ， 令 


IOWGAw ((w, 01), (wa, 02) (unan)) = [ot ;sa0xcs: (8.1.28) 
i=1 


则 称 函数 IJOWGAw 是 由 ui, wu2,… ,un 所 产生 的 n 维 诱导 有 序 加 权 几 何平 均 算 子 ， 
简 记 为 IOWGA 算 子 , wi 称 为 ai 的 诱导 值 . 其 中 wv 一 index(i) 是 w1, wz,… ,wr 中 按 
从 大 到 小 的 顺序 排列 的 第 ; 个 大 的 数 的 下 标 , W = (wi,w2,…,wn) ”是 OWGA 的 
加 权 向量 , 满足 》, wi = 1, wi > 0, i=1,2,…,n. 
i=l] 
定义 8.1.4 表明 , IOWGA 算 子 是 对 诱导 值 wi,w2,… ,tn 按 从 大 到 小 的 顺序 排 
序 后 所 对 应 的 a1,a2,… ,an 中 的 数 进 行 有 序 加 权 几 何平 均 , wi 与 数 w 的 大 小 和 位 


置 无 关 , 而 是 与 其 诱导 值 所 在 的 位 置 有 关 . 
例如 , 设 (3 人, (1 2) ， (5,1) ,(7,5) 为 4 个 二 维 数组 , OWGA 的 加 权 向 量 为 


WW1 一 0.3, Ww2 一 0.4, 1w3 二 0.2， wa = 0.1. 
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则 
IOWGAw ((3, 4) , (1,2) , (5, 1) , (7, 5)) = 50°3 x 104 x 402 x 20-1 = 2.292. 
类 似 地 , 可 以 证 明 IOGWA 算 子 具有 如 下 性 质 . 


性 质 8.1.20( 单 调 性 ) 设 ((u1, Q1), (2,42), ” , (Un, an)) 和 ((u1, a1), 《ua2， 02)， “0 
(un; a%)) 是 任意 两 个 正 的 数据 向 量 , 且 有 w > of Vi ee {1,2,…,n}, 则 


IOWGAw((u1, a1) ， (u2, a2) ) 《un， an)) 之 IOWGAw((u1,a1), 《ua2， a2) 9 (Un, ah ， 
(8.1.29) 
性 质 8.1.21( 置 换 不 变性 ) 设 ((u1, 01), (ua 为 , (Uh On)) 是 ((u1, 01), (U2, 

Q2)， "0 ), (Un, an)) 任 一 置换 正 的 数据 向 基 ， 则 


IOWGAW( 41), (U2,02) ,7 , (Unsan)) = IOWGAw((u ,0D , (v2, 9) ,+ , (ua)). 
(8.1.30) 
性 质 8.1.22( 星 等 性 ) 设 ((wi, ait) , 《Ww2,02) ,…, (un,an)) 是 任 一 正 的 数据 向 量 ， 

若 对 任意 ie {1,2,…,n}, 有 ai = a, 则 有 


IOWGAw ((u1, 91), (ua Q2) ,*…, (Un, Qn)) = a. (8.1.31) 
性 质 8.1.23 设 ((wi,a1) , (W242) ,…, (Un, Qan)) 是 任 一 正 的 数据 向 量 , Wave = 


人 大 
nn Nn 


IOWGAwavs ((u1;01), (2, 02) (un Qn)) = JU ai. (8.1.32) 


性 质 8.1.24( 介 和 值 性 ) 设 ((uoa) , (uz, a2) ,…, (unsan)) 是 任 一 正 的 数据 向 量 ， 
则 
min{@ai} < IOWGAm ((u1, 01), (w2, 92) (unyan)) < max{ai}. (8.1.33) 
性 质 8.1.25 设 ((wi,Q1) , 《uw2,02)，,…, (wun;an)) 是 任 一 正 的 数据 向 量 , 若 wi = 
Qi Vi € {1,2,…,n}, IOWGA 算 子 退化 为 OWGA 算 子 , 即 
IOWGAw ((w1,01), (42,02) ,7, (Unsan)) = OWGAw (a1,02,. an) (8.1.34) 
8.1.3 OWHA 算 子 和 IOWHA 算 子 的 概念 及 性 质 [107] 
定义 8.1.5 设 OWHAw : R+" 一 R+ 为 nn 元 函数 ,W = (wi,wa,…,wa)T 是 
与 OWHAw 有 关 的 加 权 向 量 , 满足 3 ww 1 wo; > 0, i=1, 2,.…mn, 今 


i=1 


OWHAw(a1, 02,.…* ,4n) = 1 / > (wi/bi), (8.1.35) 


z=1 


8.1 三 种 主要 的 有 序 信息 集结 算 子 和 诱导 有 序 集结 算 子 “175. 


其 中 妨 是 a1,a2,…,an 中 按 从 大 到 小 的 顺序 排列 的 第 i 个 大 的 数 , 则 称 函 数 OWHAw 
是 ” 维 有 序 加 权 调 和 平均 算 子 , 也 称 为 OWHA 算 子 . 
例如 , 设 wi = 0.3, ua = 0.4, us = 0.2, ww4 = 0.1, 则 由 式 (8.1.35) 得 


OWHAw (2,4,1,5) = 1/(0.3/15 十 0.4/4 十 0.2/2 +0.1/1) = 2.7778. 


式 (8.1.35) 表明 , OWHAw 算 子 是 对 个 数 a1,a2,…,an 按 从 大 到 小 的 顺序 排序 
后 进行 有 序 加 权 调 和 平均 , 其 特点 是 权 系 数 wi 与 数 us 无 关 , 而 是 与 41, Qa2,…, an 
按 从 大 小 顺序 排序 的 第 i 个 位 置 的 数 b; 有 关 . 

容易 证 明 , OWHAw 算 子 具有 如 下 性 质 . 

性 质 8.1.26( 单 调 性 ) 设 a1,a2,…,an 和 (aa oa) 是 两 个 n 维 向 量 , 若 
对 任意 i 均 有 as < al, 则 有 


OWHAw(aliaa ,am) < OWHAw (a1, 02, , 0%). (8.1.36) 
性 质 8.1.27( 置 换 不 变性 ) 设 a1,a2,…,an 是 一 个 n 维 向 量 , (a1,a9,:…, a) 
是 a1,a2,…,an 任意 的 一 个 置换 , 则 有 
OWHAw (ai, a2,:……, an) = OWHAw (a1, 49, , a4). (8.1.37) 
性 质 8.1.28( 守 等 性 ) 设 a1,a2,…,an 是 一 个 n 维 向 量 , 若 对 任意 纪 均 有 a; = 


a, 则 有 
OWHAw (a1, 92,:……, Qn) = a. (8.1.38) 


性 质 8.1.29( 介 值 性 ) OWHAw 算 子 介 于 min 算 子 和 max 算 子 之 间 , 即 


i ,} < .- < 站， .1. 
Hin {0} < OWHAw(a1, 2,.…, an) < Ra tai} (8.1.39) 


性 质 8.1.30 若 加 权 向 量 Wave 一 (2, 二 则 此 时 的 OWHAw 算 子 
为 简单 加 权 调 和 平均 算 子 , 即 


OWHAw(al,aa an) =n >》 (1/ai). (8.1.40) 
i=1 


文献 [95] 提出 诱导 有 序 加 权 算 术 平 均 (IOWA) 算 子 的 概念 , 在 此 基础 上 提出 如 
下 诱导 有 序 加 权 调 和 平均 算 子 . 

定义 8.1.6 设 ((wi,al),;(U2,42),…,(Unyan)) 为 n 个 二 维 数组 ， ai > 0 = 
1,2, “7 ,Nn,W 一 (WwW1, Wao,* “» , Wn) 是 OWHAw 的 加 权 向 量 ， 满足 Du; 一 1, ws 之 


i=l1 


. 176 . 第 8 章 ”基于 诱导 有 序 信 息 集结 算 子 的 最 优 组 合 预 测 模型 及 其 有 效 性 理论 


IOWHAw ((u01), (W202) van)=1/ 和 一 尾 
$=1 

风 称 函数 IOWHAw 是 由 ,2,… ,tn 所 产生 的 n 维 诱导 有 序 加 权 调和 平均 算 子 ， 
也 简 记 为 IOWHA 算 子 , wi 称 为 a; 的 诱导 值 . 其 中 wv 一 index(i) 是 ,v2，… ,vn 中 
按 从 大 到 小 的 顺序 排列 的 第 i 个 大 的 数 的 下 标 . 

式 (8.1.41) 表明 , IOWHA 算 子 是 对 诱导 值 wui,waz, ,un 按 从 大 到 小 的 顺序 排 
序 后 所 对 应 的 @1,a2,…,an 中 的 数 进 行 有 序 加 权 调 和 平均 权 系 数 wi 与 数 ui 的 大 
小 和 位 置 无 关 , 而 是 与 其 诱导 值 所 在 的 位 置 有 关 . 

例如 , 设 (3,4) ,(1,2) , (5,1),(7,5) 为 4 个 二 维 数组 , OWHAw 的 加 权 向 量 为 


Ww1 三 0.3, 202 二 0.4， Ww3 一 0.2, ?204 一 0.1, 


(8.1.41) 


Qu —index(i) 


则 由 式 (8.1.41) 得 
IOWHAw ((3,4) , (1,2) ,(5,1) ,(7,5)) = 1/(0.3/5+0.4/1+0.2/4-+0.1/2) = 1.7857. 


IOWHA 算 子 具有 如 下 性 质 0207l. 
性 质 8.1.31( 单 调 性 ) 设 ((wi,ai) ; (U2,02) 9 ,(Un,an)) 和 {(ua ;0 人》， 《ua2;Q2)， ” 
(Wn, Qn,)) 是 任意 两 个 正 的 数据 向 量 ， 且 有 Qi 之 Ch Vi E {1, 2， 7 则 


IOWHAw((u1,81) , (U2,02) 7 , (Unsan)) > IOWHAw (Ga ao) , (U2,09) ,*…, (una )). 
(8.1.42) 
证 明 因为 Va;>ai， % {1,2, “'， n}, 则 有 Qu index(i2> au _index(i Vie {1,2, “""), n}, 

n 


n 


注意 到 ， wi 之 0, 2=1, 2,……， n, 从 而 有 :这 4 >1 /> 7 一 “ 由 


i=1 Qu —index(i) i=1 ,index(i) 


定义 8.1.6 知 

IOWHAW(( ah (uaa2) (nan))ZIOWHAm(nai) (U2,02) unsan)) :证 毕 . 
性 质 8.1.32( 置 换 不 变性 ) 设 ((uf, a1), (W2,02), "yy (Uh, ah 是 ((u1, Q1), (U2, 

a2), ”3 (Un, Qn)) 任 一 置换 正 的 数据 向 量 ， 则 

IOWHAwA{wi, ai) , (2, 02) ,7 , (ungin)) =IOWHAw({(u, 81) , (12, 02) ,** , (Un 0n)) 

| (8.1.43) 

证 明 因为 ((w1, a1) 》 (u2, 02) 3 (ut Ch) 是 ((u1, a1) (12, 02) 7 (Un, an)) 

任 一 置换 数据 向 量 ， 则 有 Qu—index(i) 一 Qu index(i)’ Vi E {1, 2,.……， n}, 从 而 有 


n n 
Ws; y、 Ws 
1 > 一 1 四 
/ 交 Qu —index(i) /六 Qindex(2) 
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由 定义 8.1.6 知 结论 成 立 . 证 毕 . 
性 质 8.1.33( 竹 等 性 ) 设 ((ua; oil) , (uaaa)，…… (unyan)) 是 任 一 正 的 数据 向 量 ， 
车 对 任意 iE€ {1,2, “" ,nn}, 有 Qi 一 0) 则 有 
IOWHAw ((WU1, a1) » (U2, a2) 9 , (Un, an)) 三 &. (8.1.44) 
证 明 因为 Qi 二 QZ 一 1,2,.……,n, 所 以 有 Qu—index(i) 一 Qa, Vi E {1,2,.……,n}, 注 
意 到 》 wi = 1, wi > 0, =1;2,…, n, 从 而 


i=1 


IOWHAw ((u1, ai) , (U2, 02) » ,Un, Qn))= 1 Ds 


性 质 8.1.34 设 ((u1, Q1) ) (ua2) a2) 3 (Un, an)) 是 任 一 正 的 数据 向 量 ， WavE 一 
人 
nn 


IOWHA wvs (ua a1) ， (Ua, Qa2) ，， * , (Un, an)) 一 n /Sl (8.1.45) 


1 一 1 


n 
Wi 、 
?一 1 


Qu 一 as 一 


证 明 由 Wavs = ee 和 式 (8..41) 知 


/于 二 二 


IOWHAwvs ((u1,01) , (U2,02) » ' ,Unan)) = =1 和 -lm 


i 二 1 Cu 一 人 1 Quindex(i) 


因为 > ,所 以 有 


1 a 这 1 Qu_index(i) index(i) 


IOWHAwWwave ((u1, a1) ) (U2, Q2) ,* “, (Un, Qn) ) = 一 也 > 元 .证 毕 . 


性 质 8.1.35( 介 值 性 ) 设 ((u1, Qa1) 》 (U2, Q2) 2 (Un, an)) 是 任 一 正 的 数据 向 量 ， 
则 
min{os} < IOWHAw (( al) , (W2, 02) (unyan)) < max{ai}. (8.1.46) 


证 明 因 为 min{@;} SC Qu_index(i) < max{ai}, vi e{1, 2 ,n}, 注意 到 》 Wi 一 1, 
2 区 
z=1 
420i 之 0， 1=1,2,**, 1, 从 而 


IOWHAw (人 (ua aa) ,(uaaa) (unan)) 一 1 Ds < < 二 mat a 


i=1 


一 Mi Wi 一 max{0i}. 
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类 似 可 证 
min{0:} < IOWHAw ((u1, ai) , (WU2, G82), , (Un, Qn)). 


所 以 结论 成 立 . 证 毕 . 
性 质 8.1.36 设 ((u,al),(uaaay)，…,(unyan)) 是 任 一 正 的 数据 向 量 , 若 4 = 
ao vie {1,2,…,nj,IOWHA 算 子 退化 为 OWHA 算 子 , 即 


IOWHAm ((u1, 01), (U2, 42) (unan)) 王 OWHAm(alao an)， (8.1.47) 


证 明 因为 Ui = Qi) Vi E {1,2, “ “,n}, Qu—index(i) = bi, 其 中 bs; 是 Q1, 02,° ,Qn 
中 按 从 大 到 小 的 顺序 排列 的 第 i 个 大 的 数 , Yi < {1,2,…,n}, 从 而 有 


IOWHAw((ui1, al (ua2) , (Un, an)) =1 人 


2 二 1 


一 工 > eg 一 = OWHAw (a1, a2,: “ .an). 证 毕 . 


z=1 b; 


8.2 基于 IOWA 算 子 的 组 合 预测 方法 


现 有 传统 的 组 合 预测 方法 是 按 着 单项 预测 方法 的 不 同 而 赋予 不 同 的 加 权 平 均 
系数 , 同一 个 单项 预测 方法 在 样本 区 间 上 各 个 时 点 的 加 权 平 均 系数 是 不 变 的 . 然而 
实际 上 , 就 同一 个 单项 预测 方法 而 言 , 它 在 不 同时 刻 的 表现 可 能 不 相同 , 即 在 某 个 时 
点 上 预测 精度 较 高 , 而 在 另 一 时 点 上 预测 精度 较 低 . 因此 现 有 的 组 合 预测 方法 存在 
与 现实 不 符 的 缺陷 . 本 节 引 进 诱导 有 序 加 权 平 均 IOWA 算 子 , 通过 每 个 单项 预测 方 
法 在 样本 区 间 上 各 个 时 点 的 拟 合 精度 的 高 低 按 顺序 赋 权 , 以 误差 平方 和 为 准则 建立 
了 新 的 组 合 预测 模型 , 给 出 IOWA 算 子 组 合 预测 模型 权 系数 的 确定 方法 , 并 进行 实 
例 对 比分 析 . 


8.2.1 基于 IOWA 算 子 的 组 合 预测 模型 0 


设 某 社会 经 济 现象 的 指标 序列 的 观察 值 为 {zi,t = 1,2,.…,N}, 设 有 m 种 可 行 
的 单项 预测 方法 对 其 进行 预测 , zz 为 第 i 种 预测 方法 第 t 时 刻 的 预测 值 (或 称 拟 合 
值 )， 1=1,2. 7 ,mt=1,2,: “y NN. 设 L= (1, 12， 机 Ln)™ 为 mm 种 单项 预测 在 组 合 预 测 


中 的 加 权 系 数 ， 它 满足 Oj 一 1, li 之 0， t=1,2, ,mm 
i=1 
定义 8.2.1 令 


Qu —index(i) 


mm 
= lra, t=1,2,..,N. (8.2.1) 


i=1 
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则 称 2 为 第 上 时 刻 传统 的 加 权 算 术 平 均 的 组 合 预测 值 . 
A 人 一 (zs — zi)/zi, 当 |(zs — Zit)/zt| < 1 时 , 
~* Qit = 

0， 当 |(z 一 zit) /zi| > 1 时 ， 
则 ait 表示 第 i 种 预测 方法 第 t 时 刻 预 测 精度 , 显然 uit & [0,1]. 我 们 把 预测 精度 oz 
看 成 预测 值 zx 的 诱导 值 , 这 样 m 种 单项 预测 方法 第 tt 时刻 预测 精度 和 其 对 应 的 在 
样本 区 间 的 预测 值 就 构成 了 m 个 二 维 数组 ((@jt, zlt) , (a2t, zat) ;,…， (amt; Tmt)), 将 
m 种 单项 预测 方法 第 t 时 刻 预测 精度 序列 alt a2t,… ,amt 按 从 大 到 小 的 顺序 排列 ， 
设 a 一 index(it) 是 第 i 个 大 的 预测 精度 的 下 标 . 根据 定义 8.1.2, 有 如 下 概念 . 

定义 8.2.2 令 


i= 1,2,..,m, t=1,2,...,N. 


IOWAL, ((a1, zlt) , (a2t, zat) +, (Qmts Zrmt)) = Dliraindex(it): (8.2.2) 
z=1 


则 式 (8.2.2) 称 为 第 t 时 刻 由 预测 精度 序列 alt, az,… ,ams 所 产生 的 IOWA 算 子 组 
合 预 测 值 . 

显然 , 式 (8.2.2) 和 式 (8.2.1) 的 根本 区 别 在 于 组 合 预测 的 赋 权 系数 与 单项 预测 
方法 无 关 , 而 是 与 单项 预测 方法 在 各 时 点 上 的 预测 精度 的 大 小 密切 相关 , 这 就 是 基 
于 IOWA 组 合 预测 的 特点 . 

令 ea_index(it) 二 Xt 一 Xa_index(it), 于 是 NN 期 总 的 组 合 预测 误差 平方 和 5 为 


N m 2 m m N 
S= >》, (> 一 >， ca ) 一 》， >》, Ul; (> Ca—index(it) earn ) 
t=1 i1 i1 j=1 t=1 
(8.2.3) 
因此 , 以 误差 平方 和 为 准则 的 基于 IOWA 算 子 的 组 合 预测 模型 可 表示 成 如 下 最 优 
化 模型 [108] . 


mm mm N 
min S(L) 一 》、 》， lls (> Ca—index(it) cocon » 
t=1 


i=1 j=1 


mm 
> 一 1 
Ss.t. $4 1 (8.2.4) 


天 0 一 1,2,..,m. 


N 
令 Eij 三 Seo_index(it)ea—index(); i,j = 1,2,.…,m, 则 称 E= (Eij)mxm 为 mm 


t=1 
阶 IOWA 算 子 的 组 合 预测 误差 信息 方 阵 , 因此 式 (8.2.4) 可 表 成 矩阵 形式 
min S(L) = LTEL, 


RI'L=], 
s.t, . (8.2.5) 
L>0, 
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其 中 R= (1 1)T, 若 不 考虑 IOWA 算 子 的 组 合 预测 权重 向 量 工 的 非 负 性 , 则 
有 

min S( 卫 ) = LTEL, 

s.t.RTL=1. (8.2.6) 
8.2.2 基于 IOWA 算 子 的 组 合 预测 模型 的 求解 Po 


定理 8.2.1 若 IOWA 算 子 的 组 合 预 测 误差 信息 方 阵 为 正定 矩阵 ， 则 模型 
(8.2.6) 存在 唯一 最 优 解 
__ ER 
R'ETR 
证 明 因为 请 为 正定 矩阵 , 从 而 至 的 道 存在 并 且 百 - 也 为 正定 矩阵 . 对 模型 
(8.2.6) 构造 Lagrange 函数 


L” (8.2.7) 


S(L)= LEL+AMR'L-—1). 
其 中 入 为 Lagrange 乘 子 , 由 极 值 的 必要 条 件 , 令 
aS(L)/8L =0, 8S(L)/8A=0, 


即 有 
2EL+AR=0, 
| RIiL 1 一 0 (8.2.8) 
解 方程 组 (8.2.8) 式 得 
7 E'R 
R'E-R 


因为 628(Z)/572 = 轧 为 正定 盾 阵 , 所 以 由 定理 4.1.2 知 , 函数 S(L) 为 严格 西 函数 
且 由 极 值 的 充分 条 件 知 式 (8.2.7) 为 模型 (8.2.6) 的 唯一 最 优 解 . 证 毕 . 

关于 模型 (8.2.5) 和 模型 (8.2.6) 的 最 优 解 之 间 的 关系 有 如 下 结论 . 

定理 8.2.2 若 模型 (8.2.6) 的 最 优 解 L* = 二 局 是 模型 (8.2.5) 可 行 域 的 
内 点 或 边界 点 , 则 L* 也 是 模型 (8.2.5) 最 优 解 . 

证 明 设 L* 模型 (8.2.5) 的 最 优 解 , 因为 L* 是 模型 (8.2.5) 可 行 域 的 内 点 或 
边界 点 , 所 以 L* 是 模型 (8.2.5) 的 可 行 解 , 则 有 


S(L*) > S(L™*). 


同时 五 ”* 模型 (8.2.5) 的 最 优 解 , 则 L*”* 一 定 满足 RTL* = 1, 从 而 L”* 也 是 模型 
(8.2.6) 的 可 行 解 , 则 
S(I”*) < S(L™). 
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从 而 S(L*) < S(L*), 因此 L* 也 是 模型 (8.2.5) 最 优 解 . 证 毕 . 

定理 8.2.2 表明 若 L* 满足 非 负 性 , 直接 用 式 (8.2.7) 求 模型 (8.2.5) 的 最 优 解 
若 不 满足 非 负 人 性 , 模型 (8.2.5) 实际 上 是 一 个 二 次 规划 , 可 以 利用 Kuhn-Tucker 条 件 
将 其 转化 为 线性 规划 或 用 现成 的 最 优化 软件 来 求解 . 


8.2.3 实例 分 析 [E5 


为 了 反映 所 提出 的 基于 IOWA 的 组 合 预 测 模型 的 有 效 性 , 按照 预测 效果 评价 原 
则 , 通常 选择 预测 误差 平方 和 (SSE)、 均 方 误差 (MSE)、 平均 绝对 误差 (MAE)、 平 
均 绝 对 百分比 误差 (MAPE)、 均 方 百分比 误差 (MSPE) 等 指标 作为 评价 指标 体系 ， 
具体 计算 公式 见 4.7. 本 节 应 用 文献 [85] 的 数据 进行 实例 分 析 . 指标 实际 值 和 各 单 
项 预测 方法 预测 值 数据 如 表 8.2.1 所 示 . 

表 8.2.1 ”指标 实际 值 和 各 单项 预测 方法 预测 值 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

zt 14.9 18.6 22.2 17.6 19.6 24 31.6 43.7 37 47.2 
例 1 xz 10 14.9 23.3 26.1 17.5 20.2 26.4 36.8 52.5 38.5 

Za2t 12 15.48 18.95 22.43 25.9 29.38 32.85 36.33 39.8 43.28 

zt 57.0 65.4 75.4 82.5 92.8 102.7 119.5 143.8 169.7 201.0 251.2 
例 2 zit 54.52 62.89 72.54 83.67 96.51 111.32 128.41 148.11 170.84 197.06 227.31 

Z2t 64.68 67.74 68.72 76.61 88.42 104.15 123.79 147.35 174.82 206.21 241.51 

Tt 11.49 13.06 15.34 20.58 23.28 26.46 27.33 34.22 40.19 53.37 77.79 100.63 
例 3 zit 18.47 14.54 12.84 13.38 16.15 21.16 28.40 37.87 49.58 63.53 79.00 98.12 

ZzT2t: 10.03 11.23 15.24 18.67 27.78 26.36 29.67 27.40 42.73 47.36 71.00 109.32 


表 8.2.2 计算 出 两 个 单项 预测 方法 在 各 个 时 点 处 的 预测 精度 序列 ， 从 而 构造 出 
第 娃 刻 预测 精度 和 其 对 应 的 在 样本 区 间 的 预测 值 的 二 维 数组 (alz, zlb, (a2t, zz0，……， 
《amty rnt)- 

表 8.2.2 ”各 种 单项 预测 方法 预测 精度 
i 2 3 4 5 6 .7 8 9 10 11 12 

alt 0.6711 0.8011 0.9505 0.5170 0.8929 0.8417 0.8354 0.8421 0.5811 0.8157 
例 1 a2t 0.8054 0.8323 0.8536 0.7256 0.6786 0.7758 0.9604 0.8314 0.9243 0.9169 

alt 0.9565 0.9616 0.9621 0.9858 0.9600 0.9161 0.9254 0.9700 0.9933 0.9804 0.9049 
例 2 a2t 0.8653 0.9899 0.9114 0.9286 0.9528 0.9859 0.9641 0.9753 0.9698 0.9741 0.9614 

alt 0.3925 0.8867 0.8370 0.6501 0.6937 0.7997 0.9608 0.8933 0.7664 0.8096 0.9844 0.9751 
例 3 a2t 0.8729 0.8599 0.9935 0.9072 0.8067 0.9962 0.9144 0.8007 0.9368 0.8874 0.9127 0.9136 


按 式 (8.2.2) 计算 IOWA 组 合 预 测 值 . 下 面 以 例 1 说 明 计算 过 程 . 


IOWAr ((all， 2Z11) 了 《as21， 2Z21)) 一 IOWAT ((0.6711， 10) 3 (0.8054, 12)) 一 1211 十 1012， 
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IOWAT ((@12, zlz) , (aaa £22)) = IOWA， ((0.8011, 14.9) , (0.8323, 15.48)) 
一 15.4811 + 14.91», 
IOWAT ((a13, X213) , (Q23, 2Z23)) = 23.311 十 18.9512 
IOWA; ({(a14, zla) , (aaa £24)) = 22.4311 十 26.112， 
IOWAT ((a15, X15) ,(a25,2Z25)) = 17.511 十 25.912， 
IOWAL ((a16, X16) , (az6,2Z26)) = 20.211 + 29.38l,, 
IOWA; ((a17, 217), (Q27, £27)) = 32.85l1 + 26.412, 
IOWAL ((Q18, X18) , (428, T28)) = 36.8l1 + 36.3312， 
IOWAL ((a19, £19) , (Q29, 729)) = 39.811 十 52.512， 
IOWAL ((Q1,10; £1,10) , (Q2,10, 22,10)) = 43.28l1 十 38.512. 
将 其 代入 到 式 (8.2.3) 中 , 经 整理 得 如 下 最 优化 模型 


minS(l1,12) = 133.911? + 302.831112 十 586.443812， 


| L1 十 12 一 1， 

s.t. 

1 之 0,l2 > 0. 

利用 Matlab 最 优化 工具 箱 计 算得 基于 IOWA 算 子 的 组 合 预 测 模型 的 最 优 权 系数 为 
三 1， 妨 三 0. 


例 1 的 组 合 预测 模型 的 IOWA 最 优 权 系数 表明 , 未 来 的 组 合 预测 是 把 两 个 单项 
预测 方法 中 的 预测 精度 的 最 高 者 预测 值 作为 它们 的 组 合 预测 值 . 这 可 以 从 表 8.2.1 
中 得 到 解释 , 就 例 1 而 言 , 有 60% 的 年 份 实际 值 不 在 两 个 单项 预测 方法 的 预测 值 所 
构成 的 区 间 里 , 即 两 个 单项 预测 方法 的 预测 值 同 时 高 于 或 同时 低 于 实际 值 , 因此 这 
两 个 单项 预测 方法 的 信息 互补 性 较 差 . 所 以 就 取 预 测 精度 最 高 的 预测 值 为 其 的 组 
合 预测 值 , 否则 , 若 IOWA 的 组 合 预 测 模型 的 最 优 权 系数 都 大 于 零 , 这 两 个 单项 预 
测 方法 预测 值 的 线性 组 合 会 偏离 实际 值 更 远 . 因此 这 个 结论 是 有 道理 的 . 

例 2 的 组 合 预测 模型 的 IOWA 最 优 权 系 数 与 例 1 相同 . 例 3 的 组 合 预测 模型 
的 IOWA 最 优 权 系数 是 在 = 0.7095, 如 = 0.2905. 这 个 结果 与 例 1 不 同 , 原因 是 例 
3 中 有 60% 的 年 份 的 实际 值 介 于 两 个 单项 预测 方法 的 预测 值 之 间 , 因此 两 个 单项 预 
测 方法 的 信息 互补 性 较 强 . 

另外 要 说 明 一 点 是 , 若 在 传统 的 组 合 预测 模型 中 出 现 某 个 单项 预测 方法 在 组 合 
预测 中 的 最 优 权 系数 为 1, 其 他 单项 预测 方法 在 组 合 预 测 中 的 最 优 权 系 数 为 0, 其 意 
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思 是 指 组 合 预测 值 就 是 某 个 单项 预测 方法 的 预测 值 , 其 他 单项 预测 方法 为 元 余 预测 
方法 , 不 提供 任何 有 效 信息 . 显然 , 即使 传统 的 模型 和 本 节 提 出 的 基于 IOWA 的 组 
合 预测 模型 (8.2.4) 获得 相同 的 最 优 权 系 数 , 它们 的 实际 含义 不 同 . 
例 2 和 例 3 的 计算 过 程 和 例 1 是 相同 的 , 所 有 的 IOWA 的 组 合 预测 模型 的 最 
优 权 系数 以 及 预测 效果 评价 的 五 个 误差 指标 的 计算 结果 如 表 8.2.3 所 示 . 
表 8.2.3 ”预测 效果 评价 指标 体系 


预测 效果 评价 指标 体系 SSE MAE MSE MAPE MSPE 

单项 预测 方法 1 520.60 6.04 2.28 0.2251 0.0825 

例 1 方法 2 199.76 4.11 1.41 0.1696 0.0599 
组 合 预测 最 优 权重 向 量 线 =1, 太 二 0 137.28 3.37 1.17 0.1308 0.0468 

单项 预测 方法 1 795.59 5.78 2.56 0.0440 0.0156 

例 2 方法 2 338.25 4.96 1.67 0.0474 0.0179 
组 合 预 测 最 优 权重 向 量 全 二 1, 妨 二 0 173.74 3.18 1.20 0.0259 0.0087 

单项 预测 方法 1 401.56 4.88 1.67 0.1959 0.0731 

例 3 方法 2 245.58 3.59 1.30 0.0998 0.0334 


组 合 预 测 最 优 权 重 向 量 人 =0.7095, 人 =0.2905 62.80 1.96 0.66 0.0848 0.0287 


从 表 8.2.3 预测 效果 评价 指标 体系 来 看 , 本 节 提 出 的 基于 IOWA 的 组 合 预 测 模 
型 的 各 种 误差 指标 值 均 明显 的 低 于 文献 [85] 的 计算 结果 , 从 而 表明 所 提出 的 组 合 预 
测 方法 优 于 传统 的 组 合 预测 方法 , 能 够 有 效 地 提高 预测 精度 . 

基于 诱导 有 序 加 权 平 均 算 子 的 概念 , 本 节 提 出 新 的 组 合 预测 模型 , 通过 一 个 
二 次 规划 模型 求解 可 以 获得 样本 区 间 上 组 合 预 测 IOWA 最 优 权 系数 , 设 为 L* = 
(有 区 ) 开 ,根据 预测 连贯 性 的 原则 , 可 以 用 它 来 进行 预测 区 间 [N++1, N+2,…-] 
的 IOWA 组 合 预测 , 公式 为 
IOWAL.: ((alt ZX1t) 》 (Q2t， 22t) 9 (Qmt, Zrmt))=> 、 Laindex(it), t=N+1, N+2, “0', 

1 

其 中 在 预测 区 间 [N+1, N+4+2,…] 上 预测 精度 序列 a1s, az,… ,amz 的 大 小 确定 原则 
是 依据 各 个 单项 预测 方法 在 样本 区 间 上 近 几 期 拟 合 平均 精度 的 高 低 . 即 若 要 进行 未 
来 步 的 预测 , 用 第 ; 种 预测 方法 最 近期 拟 合 平均 精度 > 》 ”ou 来 反映 巴 


t 一 人 一 十 1 


测 区 间 上 NN + 大 期 的 预测 精度 . 


8.3 基于 IOWGA 算 子 的 组 合 预测 方法 


本 节 针 对 现 有 的 加 权 几 何平 均 组 合 预测 方法 , 在 诱导 有 序 加 权 平 均 (IOWA) 算 
子 概 念 的 基础 上 , 提出 诱导 有 序 几何 加 权 平 均 (IOWGA) 算 子 , 建立 新 的 组 合 预 测 
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模型 . 该 模型 赋 权 的 基本 思想 是 依据 每 个 单项 预测 方法 在 各 个 时 点 的 拟 合 精 度 的 高 
低 按 顺序 赋 权 . 


8.3.1 基于 IOWGA 算 子 的 组 合 预测 模型 的 建立 109 


设 {zi,t = 1,2,…,N} 为 指标 序列 的 实际 值 , zz 为 第 i 种 预测 方法 第 t 时 刻 的 
预测 值 , i=1,2,…, m, t=1,2,…, NN. 设 ,12,… ,lm 为 m 种 单项 预测 在 组 合 预 测 中 
的 加 权 系 数 , 它 满足 归 一 性 和 非 负 性 , 在 定义 8.1.4 的 基础 上 , 考虑 如 下 的 IOWGA 
组 合 预测 值 模型 . 令 


pit = | 1— |(z: 一 Zit)/zi|， 当 |(zz — zit) /zt| < 1 时 ， 
ll»,, 当 |(z — zit) /zt| > 1 时 . 


则 pz 表示 第 i 种 预测 方法 第 t 时 刻 预测 精度 , 显然 pt € [0,1]. 我 们 把 预测 精度 
pit 看 成 预测 值 xis 的 诱导 值 , 这 样 m 种 单项 预测 方法 第 t 时 刻 预 测 精度 和 其 对 应 
的 在 样本 区 间 的 预测 值 就 构成 了 mm 个 二 维 数组 (pit, zlt) , (pzt, X28) ，……， (pmt, Tmt)， 
设 工 = (1,12,…,lim)" 为 各 种 预测 方法 在 组 合 预测 中 的 OWGA 的 加 权 向 量 ,将 m 
种 单项 预测 方法 第 t 时 刻 预测 精度 序列 p14, pzt,… ,pms 按 从 大 到 小 的 顺序 排列 , 设 

一 index( 约 是 第 i 个 大 的 预测 精度 的 下 标 , 根据 定义 8.1.4, 则 有 

定义 8.3.1 令 
IOWGAT ((pit, X14) , (p2t; T2t) ,***, (Pmt; Tmt)) = [za t=1,2,...,N. 
人 (8.3.1) 

则 称 式 (8.3.1) 为 由 预测 精度 序列 pit, pzt,… ,pmt 所 产生 的 第 t 时 刻 IOWGA 组 合 
预测 值 . 

式 (8.3.1) 给 出 了 基于 IOWGA 组 合 预测 的 赋 权 特点 . 新 的 组 合 预测 的 赋 权 系 
数 与 单项 预测 方法 种 类 无 关 , 而 是 与 各 个 单项 预测 方法 在 各 时 点 上 的 预测 精度 的 大 
小 密切 相关 , 预测 精度 成 为 第 i 种 单项 预测 方法 第 t 时 刻 的 赋 权 系数 的 诱导 因素 . 
预测 精度 高 要 优先 赋 大 一 点 的 权 系数 , 这 种 赋 权 思想 比较 符合 实际 . 

为 方便 求解 , 可 取 对 数 误差 平方 和 作为 优化 准则 ， 

令 eo_index(lit) = 也 zi 一 Inzp_index(it), 于 是 入 期 总 的 组 合 预测 对 数 误 差 平方 和 
5 为 


w 2 
G 过 人 2t 一 Im Hz 2 in sot | = -> -人 2 一 > ln za— wot 
=1 


t 


一 2 》， ll Ca—index(it) en) (8.3.2) 


t=1 
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因此 , 以 对 数 误差 平方 和 为 准则 的 基于 IOWGA 算 子 的 最 优 组 合 预测 模型 可 表示 

sp [109] 

为 m mm N 

min G(L) = 》、 >》， Ll; (> Ea—index(it) eae ， 
t=1 


i=1 I=1 


i 2 (8.3.3) 


5， 1 


li > 0,1= 1,2,..…,m. 
模型 (8.3.3) 实际 上 是 一 个 二 次 规划 , 可 以 利用 Kuhn-Tucker 条 件 将 其 转化 为 线性 
规划 或 用 Lingo 软件 来 求解 . 

8.3.2 ”实例 分 析 [83 
本 节 利 用 文献 [82] 的 数据 进行 实例 分 析 . 某 省 有 11 个 年 份 社会 商品 零售 总 额 
的 统计 资料 , 现 采用 两 种 单项 预测 方法 进行 预测 , 分 别 是 指数 曲线 预测 方法 和 抛物 
线 预 测 方 法 . 原始 统计 资料 和 这 两 种 单项 预测 模型 的 预测 数值 见 表 8.3.1. 
表 8.3.1 ”社会 商品 零售 总 额 实际 值 及 两 种 单项 预测 方法 预测 值 


年 份 零售 总 额 。 ”指数 曲线 抛物 线 指数 曲线 抛物 线 预 。 IOWGA 组 合 
t ( 亿 元 ) 预测 值 z1: 。” 预测 值 z2。 ”预测 精度 pl: ; ” 测 精度 p2t 预测 值 人 
1 57.0 54.52 64.48 0.9565 0.8688 56.00 
2 65.4 62.89 66.74 0.9616 0.9795 66.11 
3 75.4 72.54 68.72 0.9621 0.9114 71.92 
4 82.5 83.67 76.61 0.9858 0.9286 82.50 
5 92.8 96.51 88.42 0.9600 0.9528 95.17 
6 102.7 111.32 104.15 0.9161 0.9859 105.26 
7 119.5 128.41 123.79 0.9254 0.9641 124.51 
8 143.8 148.11 147.35 0.9700 0.9753 147.47 
9 169.7 170.84 174.82 0.9933 0.9698 171.47 
10 201.0 197.06 206.21 0.9804 0.9741 198.49 
11 215.2 227.31 241.51 0.9437 0.8777 229.52 


表 8.3.1 中 还 计算 出 两 个 单项 预测 方法 在 各 个 时 点 处 的 预测 精度 序列 , 从 而 构造 
出 第 t 时 刻 预 测 精 度 和 其 对 应 的 在 样本 区 间 的 预测 值 的 二 维 数组 (plt, zlz) , (pat, za2t)， 
t 二 1,2,…,11. 按 式 (8.3.1) 计算 IOWGA 组 合 预测 值 . 

IOWGAL ((p11, X11), (p21, £21)) = IOWGAL ((0.9565, 54.52) , (0.8688, 64.48)) 
= 54.521164.482, 


IOWGAL ((p12, X12) ; (p22, 222)) 一 66.74262.8922 ， 
IOWGA; ((p13, 713) , (p23, za3)) = 72.544168.722 ， 
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IOWGA; ((p14, £14) , (p24, 724)) = 83.67076.61®, 
IOWGAT ((p15, 215) , (p25, £25)) = 96.51188.422, 


p16, Z16 104.151111.322, 


IOWGAL ( 
( 


( , (p26, Z26 
IOWGAL (P17) Z17/ ， 


) 

) 
IOWGAL (pig, 218) , (p28, X28 

) 

) 


)) = 

(p27, Z27)) = 123.794128.412， 
)) = 147.3502148.11'2, 
)) 


IOWGA; ((p19, 219) , (p29, £29)) = 170.840174.822， 

IOWGA; ((p110, £1,10) , (p2,10, 22,10)) = 197.06!1206.2122, 

IOWGA; ((p1,11) 71,11) ; (p211; 22,11)) = 227.312241.5122， 
其 中 4,12 为 两 种 预测 方法 在 组 合 预 测 中 的 OWGA 的 加 权 向 量 ， 将 其 代入 到 式 
(8.3.3) 中 , 经 计算 得 如 下 最 优化 模型 . 


minS(11,12) = 0.011113 + 0.00961112 十 0.0605812， 


| +l2=1, 

s.t, 

i 之 0,l2 之 0. 

利用 Matlab 最 优化 工具 箱 计算 得 基于 IOWGA 的 组 合 预测 模型 的 最 优 权 系 数 为 
太一 0.8406， 六 = 0.1594. 


把 最 优 权 系数 再 代入 到 IOWGAr ((p1t, Z1t) 》 《Dat， 2Z2t))， t= |， 2， 9 11 中 可 计算 出 
IOWGA 的 组 合 预测 值 , 见 表 8.3.1. 
为 了 反映 所 提出 的 基于 IOWGA 的 组 合 预测 模型 的 有 效 性 , 按照 预测 效果 评价 
原则 ， 通常 选择 下 列 指标 作为 评价 指标 体系 ， 经 计算 
(1) 平方 和 误差 SSE=》) (zt - $4)? = 278.83; 
t=1 


11 


(2) 均 方 误差 MSE 址 》 (zt 一色)2 = 1.5180; 


t=1 


、 1 11 _ 


11 | 
(4) 平均 绝对 百分比 误差 MAPE= 二 yl(cs 一 二 /ai| = 0.0256; 
t=1 


11 
(5) 均 方 百分比 误差 MSPE= 赴 2 [(xi 一 各)/zi]2 = 0.0095. 
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文献 [82] 只 给 出 两 个 预测 效果 的 评价 指标 , 即 平方 和 误差 SSE=449.41, 均 方 百 
分 比 误差 MSPE=0.0122. 可 见 就 这 两 个 评价 指标 而 言 , 本 节 提 出 的 模型 (3.3.1) 的 
结果 显著 地 优 于 文献 [82] 计算 结果 , 从 而 表明 本 节 提 出 的 组 合 预测 方法 的 有 效 性 . 

根据 预测 的 原则 , 可 以 用 它 来 进行 预测 区 间 [N+1, N+2, … ] 的 IOWGA 组 
合 预测 ， 若 要 进行 未 来 & 步 的 预测 , 用 第 i 种 预测 方法 最 近 期 拟 合 平均 精度 
》、 pu 来 反映 预测 区 间 上 N + 期 的 预测 精度 的 大 小 . 公式 为 


1 
天 t=N—k+1 


IOWGAL*((pit, Z1t) ,(P2t,T2t) 9 , (Pmt,Tmt)) 一 | Ee t= N+1, N+2, 机 
?一 ] 

其 中 在 预测 区 间 [N+1, N+2,…] 上 预测 精度 序列 pj,p2t,… ,pmz 的 大 小 确定 原则 

是 依据 各 个 单项 预测 方法 在 样本 区 间 上 近期 拟 合 平均 精度 的 高 低 . 


8.4 IOWHA 算 子 及 其 在 组 合 预测 中 的 应 用 


目前 , 理论 研究 和 实际 应 用 较 多 的 是 有 序 加 权 算术 平均 (OWA) 算 子 8495310 
和 有 序 加 权 几 何平 均 (OWGA) 算 子 105109. 本 节 在 此 基础 上 , 提出 有 序 加 权 调 和 平 
均 (OWHA) 算 子 , 探讨 OWHA 的 性 质 , 并 且 提 出 诱导 有 序 加 权 调和 平均 (IOWHA) 
算 子 的 概念 , 建立 新 的 基于 IOWHA 算 子 的 组 合 预测 模型 . 


8.4.1 基于 IOWHA 算 子 的 组 合 预测 模型 bo 


设 ps 表示 第 i 种 预测 方法 第 t 时 刻 预测 精度 , zit 为 第 i 种 预测 方法 第 t 时 刻 
的 预测 值 , i=1,2;…, my, t=1,2…, N，{zwt = 1,2,… ,NN} 为 经 济 现象 的 指标 序列 
的 观察 值 , 设 工 = (1,12,… ,lm) 为 mm 种 单项 预测 在 组 合 预 测 中 的 加 权 系 数 , 它 满 
是 归 一 性 和 非 负 人 性 . 为 了 克服 现 有 的 加 权 调 和 平均 组 合 预测 方法 赋 权 的 缺陷 , 本 节 
在 定义 8.1.6 的 基础 上 , 建立 基于 IOWHA 算 子 的 组 合 预测 模型 . 该 模型 赋 权 的 基本 
思想 是 依据 每 个 单项 预测 方法 在 各 个 时 点 的 预测 精度 的 高 低 按 顺序 赋 权 . 

定义 8.4.1 令 


IOWHAL ((p1t,21:) 》 (Pat， 22t) )， 》 (Dr Tmt))= 1 > t= 1,2,- “*, N. 


1 Tp— index(it) 


(8.4.1) 

则 式 (8.4.1) 称 为 由 预测 精度 序列 pit, pzt,… ,pmt 所 产生 的 第 t 时刻 IOWHA 组 合 
预测 值 . 其 中 p 一 index( 认 t) 是 第 i 个 大 的 预测 精度 的 下 标 . 

令 €a—index(it) 一 1/% 一 1/zp-index(ib)， 于 是 ， N 期 总 的 基于 IOWHA 的 组 合 预 
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测 倒数 误差 平方 和 到 为 


N N mm 2 
FF= 》， (1/zz 一 /站 = 》， (1/ze 一 ey) 


t=1 t=1 Ni 一 1 
m 7 N 

一 》， >》, lly (> Ca—index(it) cn ， (8.4.2) 
i=1 j=1 t=1 


因此 , 基于 IOWHA 的 组 合 预测 模型 可 表示 成 如 下 模型 L107 


min F(L)= > y ly (> €a—index(it)Ca— wt) 


i=1 7=1 


> = 了 
s.t. (8.4.3) 


i=1 
li 2 0,¢ = 1,2,...,m. 


8.4.2 基于 IOWHA 算 子 的 组 合 预测 模型 实例 分 析 [ 


为 了 反映 本 节 提 出 的 基于 IOWHA 的 组 合 预 测 模 型 的 有 效 性 , 按照 预测 效果 
评价 原则 , 通常 选择 下 列 指标 作为 评价 指标 体系 : (1) 平方 和 误差 ; (2) 均 方 误差 ; 
(3) 平均 绝对 误差 ; (4) 平均 绝对 百分比 误差 ; (5) 均 方 百分比 误差 . 

本 节 应 用 文献 [111] 的 数据 进行 实例 分 析 . 指标 实际 值 和 各 单项 预测 方法 预测 
值 数 据 如 表 8.4.1 所 示 . 

表 8.4.1 指标 实际 值 和 各 单项 预测 方法 预测 值 


1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 
Zi 14.9 18.6 22.2 17.6 19.6 24 31.6 43.7 37 47.2 


例 1 zt 10 14.9 23.3 26.1 17.5 20.2 26.4 36.8 52.5 38.5 
zx2t 12 15.48 18.95 22.43 25.9 29.38 32.85 36.33 39.8 43.28 


xt 57.0 65.4 75.4 82.5 92.8 102.7 119.5 143.8 169.7 201.0 251.2 
例 2 zit 54.52 62.89 72.54 83.67 96.51 111.32 128.41 148.11 170.84 197.06 227.31 
2Z2t 64.68 64.74 68.72 76.61 88.42 104.15 123.79 147.35 174.82 206.21 241.51 
zi 11.49 13.06 15.34 20.58 23.28 26.46 27.33 34.22 40.19 53.37 77.79 100.63 
例 3 zlt 18.47 14.54 12.84 13.38 16.15 21.16 28.40 37.87 49.58 63.53 79.00 98.12 
Z2t 10.03 11.23 15.24 18.67 27.78 26.36 29.67 27.40 42.73 47.36 71.00 109.32 


表 8.4.2 计算 出 两 个 单项 预测 方法 在 各 个 时 点 处 的 预测 精度 序列 . 显然 , 同一 种 
单项 预测 方法 在 不 同时 点 上 预测 精度 “时 高 时 低 ”. 
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表 8.4.2 ”各 种 单项 预测 方法 预测 精度 
1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 

alt 0.6711 0.8011 0.9505 0.5170 0.8929 0.8417 0.8354 0.8421 0.5811 0.8157 
例 1 ,0.8054 0.8323 0.8536 0.7256 0.6786 0.7758 0.9604 0.8314 0.9243 0.9169 

a1t 0.9565 0.9616 0.9621 0.9858 0.9600 0.9161 0.9254 0.9700 0.9933 0.9804 0.9049 
例 2 ,0.8653 0.9899 0.9114 0.9286 0.9528 0.9859 0.9641 0.9753 0.9698 0.9741 0.9614 

ait 0.3925 0.8867 0.8370 0.6501 0.6937 0.7997 0.9608 0.8933 0.7664 0.8096 0.9844 0.9751 
例 3 ,0.8729 0.8599 0.9935 0.9072 0.8067 0.9962 0.9144 0.8007 0.9368 0.8874 0.9127 0.9136 


下 面 以 例 2 说 明 计算 过 程 . 由 表 8.4.1 和 表 8.4.2 得 到 第 t 时 刻 预 测 精度 和 其 对 
应 的 在 样本 区 间 的 预测 值 所 构成 的 二 维 数组 (pit, ztt) , (pz2t, X21), t= 二 1,2,…,11. 按 
式 (8.4.1) 计算 IOWHA 组 合 预 测 信 如 下 


IOWHA; ((p11, 211), (p21, 221)) = IOWHA ((0.9565, 54.52) , (0.8688, 64.48)) 
= 1/(11/54.52 + 12/64.48). 
同 理 可 得 
IOWHAL ({(p12, 212) , (p22, $22)) = 1/(11/66.74 + 12/62.89), 
IOWHAL ((p1s, £13) , (p23, £23)) = 1/(11/72.54 + 12/68.72), 
IOWHAY ((p14; £14) , (p24, £24)) = 1/(11/83.67 + 12/76.61), 
IOWHAY ((p1s, £15) , (p28, £25)) = 1/(11/96.51 + 12/88.42), 
IOWHAL ({pi6, x16) , (p26, £26)) = 1/(11/104.15 + 12/111.32), 
IOWHAL, ((p17, £17) , (P27, £27)) = 
IOWHAL ((p1g, 218) , (p28, zas)) = 1/(11/147.35 + 12/148.11), 
IOWHA, ((p19, 219) , (p29, Z29)) 
IOWHA; ((p1.10; £1.10) ; (pa,10, 22,10)) = 1/(11/197.06 + 12/206.21), 
IOWHAY ((p1,11, 1,11) , (p2,11; £2,11)) = 1/(11/227.31 + 12/241.51), 


其 中 ,12 为 两 种 预测 方法 在 组 合 预测 中 的 OWHA 的 加 权 向 量 , 取 倒数 误差 , 将 其 
代入 到 式 (8.4.2) 中 , 经 计算 得 如 下 最 优化 模型 


minF'(L,12) = (13.02412 — 18.13241112 + 86.94512) x 107", 
1 2 


li 十 12 二 1， 
Ss.t. 
11 之 0， 12 之 0. 


1/(11/123.79 + 12/128.41), 


= 1/(1/170.84 + 12/174.82), 
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利用 Matlab 最 优化 工具 箱 计算 得 基于 IOWGA 的 组 合 预测 模型 的 最 优 权 系 数 为 
lr =0.8130， 六 = 0.1870. 


例 1 和 例 3 的 计算 过 程 和 例 2 是 相同 的 , 所 有 的 IOWHA 的 组 合 预 测 模型 的 
最 优 权 系 数 以 及 预测 效果 评价 的 五 个 误差 指标 的 计算 结果 如 表 8.4.3 所 示 . 
表 8.4.3 ”预测 效果 评价 指标 体系 


预测 效果 评价 指标 体系 SSE MAE MSE MAPE MSPE 

单项 方法 1 520.60 6.04 2.28 0.2251 0.0825 

例 1 预测 方法 2 199.76 4.11 1.41 0.1696 0.0599 

IOWHA 组 合 预测 这 一 1 

最 优 权重 向 量 这 二 0 137.28 3.37 1.17 0.1308 ”0.0468 

单项 方法 1 795.59 5.78 2.56 0.0440 0.0156 

例 2 预测 方法 2 338.25 4.96 1.67 0.0474 0.0179 
IOWHA 组 合 预 测 太一 0.8130 

最 优 权重 向 量 l=0.1870 230.948 3.2696 1.3815 0.0246 0.0087 

单项 方法 1 401.56 4.88 1.67 0.1959 0.0731 

例 3 预测 方法 2 245.58 3.59 1.30 0.0998 0.0334 
IOWHA 组 合 预测 1*=0.7899 

最 优 权重 向 量 好 一 0.2101 43.50 1.4642 0.5496 0.0517 0.0190 


从 表 8.4.3 预测 效果 评价 指标 体系 来 看 , 基于 IOWHA 的 组 合 预测 模型 不 仅 大 
大 低 于 各 单项 预测 方法 的 误差 指标 , 而 且 也 明显 地 低 于 文献 [111] 的 计算 结果 , 从 而 
表明 所 提出 的 组 合 预测 方法 优 于 传统 的 组 合 预测 方法 , 能 够 有 效 地 提高 预测 精度 . 
根据 预测 的 原则 , 可 以 用 它 来 进行 预测 区 间 [N+1, N+2, …] 的 IOWHA 组 合 预 测 ， 
公式 为 
IOWHA( (pi1t, Zat) , (D2t,T2t) » ** , (Pmé 3 — t=N+1,N+2,.…, 


jl1 Tp—index(it) 


其 中 在 预测 区 间 [N+1, N+2…] 上 预测 精度 序列 pis, pzt,… ,pmz 的 大 小 确定 原则 
是 依据 各 个 单项 预测 方法 在 样本 区 间 上 近期 拟 合 平均 精度 的 高 低 . 即 车 要 进行 未 来 


大 步 的 预测 , 用 第 i 种 预测 方法 最 近期 拟 合 平均 精度 二 》 pit 来 反映 预测 区 
t=N—k+1 
间 上 N + 期 的 预测 精度 的 大 小 . 


8.5 一 类 基于 OWA 算 子 的 组 合 预测 模型 及 其 性 质 
本 节 引 进 有 序 加 权 平均 (OWA) 算 子 建 立 相应 的 组 合 预测 模型 , 指出 最 大 绝对 
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误差 最 小 化 的 组 合 预测 模型 是 其 特例 , 并 给 出 其 线性 规划 的 求解 方法 . 然后 对 该 模 
型 重新 提出 若干 新 概念 , 探讨 了 非 劣 性 组 合 预测 和 宛 余 预 测 方法 的 判定 . 
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预测 方法 对 其 进行 预测 , 设 第 i 种 单项 预测 方法 在 第 t 时 刻 的 预测 值 为 zit, i = 

1, 2， 11 一 1,2, 四 设 1 72， ,lm 分 别 为 mm 种 单项 预测 方法 的 加 权 系 数 ， 为 

了 使 组 合 预测 保持 无 偏 性 , 加 权 系数 应 满足 》 4; = 1 li > 0, i = 1,2,…,m. 根据 
i=l 


加 权 算 术 平均 的 组 合 预 测 原理 , 则 有 


b= ya t= 1,2,..,n, 
i=l 
其 中 全 表示 第 t 时 刻 预 测 对 象 实际 值 z 的 组 合 预测 值 
设 et 为 组 合 预测 在 第 t 时 刻 的 预测 误差 , 称 est = (zs zi) 为 第 i 种 单项 预测 
方法 在 第 t 时 刻 的 预测 误差 , 注意 到 》 1; = 1, 则 有 


i=1 
. m m m 
Et 一 2 一 他 二 04 一 >》 liTit 一 > l(t 一 Zit) = > lieit, t=1,2,..,n. 
记 1 1 i=1 


常见 的 衡量 组 合 预测 精度 的 一 个 准则 就 是 使 组 合 预测 误差 平方 和 达到 最 小 . 实 
际 上 绝对 误差 是 衡量 预测 精度 的 另 一 个 指标 , 它 与 预测 误差 平方 和 相 比 的 一 个 显著 
特点 是 有 比较 好 的 稳健 性 . 为 此 先 构造 基于 OWA 算 子 的 组 合 预测 绝对 误差 . 

根据 定义 8.1.1, 令 


OWAw (lei|, |e2|,:…, len|) 一 》 uw: |ail. (8.5.1) 
i=1 


则 式 (8.5.1) 称 为 由 绝对 误差 序列 |eil, lez|,…, |en| 所 产生 的 基于 OWA 算 于 的 组 
合 预 测 绝对 误差 . 其 中 |di| 是 leil, ez,…, len| 中 按 从 大 到 小 的 顺序 排列 的 第 i 个 
大 的 数 ， $= 1, 2， ,NN, Wo= (w1, 2， 3 wna) 是 写 fw 有 关 的 加 权 向 量 ， 可 根据 实 
际 情况 进行 选取 . 特别 地 , 当 W (二 ,二 …, 二】 时 ,基于 OWA 算 子 的 组 合 预测 


nN 
绝对 误差 就 是 常见 的 组 合 预测 的 平均 绝对 误差 . 
为 了 使 组 合 预测 值 逼近 实际 值 , 我 们 希望 OWA 算 子 的 组 合 预测 绝对 误差 愈 小 
愈 好 . 也 就 是 OWAw(lel| ,|ez|,…,|en|) 越 小 表示 组 合 预测 方法 越 有 效 . 因此 , 基于 
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OWA 算 子 的 组 合 预测 模型 可 表示 为 如 下 形式 


minOWAw (|eil, lez), “"’y |enl) 一 > wildil, 


mm 
= Sew, t=1,2,...,n, 
i=l1 


m (8.5.2) 
DE=1, hl n> 0. 
i=1 


8.t. 


在 预测 过 程 中 , 有 时 预测 者 可 能 关心 最 大 的 绝对 误差 . 因此 , 当 OWA 算 子 的 加 
权 向 量 玉 = (1,0,…,0)” 时 , 基于 OWA 算 子 的 组 合 预 测 绝 对 误差 为 最 大 绝对 误 
差 . 即 


OWA (1,0,...,0) (|eil, |e2|,* ’ ,|en|) = 一 让 |esl. (8.5.3) 


可 见 组 合 预测 的 最 大 绝对 误差 就 是 基于 OWA 算 子 的 组 合 预测 绝对 误差 的 特例 
显然 ， 组合 预测 的 最 大 绝对 误差 max |es| 为 各 种 单项 预测 方法 的 加 权 系数 


1<t&n 
l,l2,*. ,1 m 的 函数 ， 记 为 Ell,l2,.…,l m). 即 
E (l,l2,- “ ,Lm) 一 一 2 |ez| . (8.5.4) 


因此 , 基于 最 大 绝对 误差 最 小 化 的 组 合 预 测 模型 (8.5.2) 可 表示 为 如 下 形式 


min E (li,l2,.… ,lm) = min DaX， x les|, 
mm 
et 一 lieis t= 1,2, ) 和， 
st m 多 (8.5.5) 


D8=1, hl, lm > 0. 
组 合 预 测 模型 (8.5.5) 可 化 为 如 下 线性 规划 问题 求 得 最 优 解 . 令 v = ax |et, 所 以 
le| < v, t= 1,2,.…,n. 


则 有 


min v, 
> liei 一 vs0， t= 1,2,..,n, 
m 
8.5.6 
s.t. 》 jiet +v 0, t= 1,2,.…,n, ( ) 
> 和 =] ,12 过 0: 


这 是 一 个 线性 规划 问题 , 可 有 现成 的 Matlab 最 优化 工具 箱 来 求解 . 
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8.5.2 一 类 基于 OWA 算 子 的 组 合 预测 模型 的 性 质 n51 


在 下 面 的 讨论 中 , 我 们 针对 组 合 预测 的 最 大 误差 绝对 值 达 到 最 小 的 这 样 特殊 一 
类 基于 OWA 算 子 的 组 合 预测 模型 研究 它 的 非 少 性 组 全 预测 、 宛 余 预 测 方法 的 存在 
性 以 及 宛 余 信 息 的 判定 定理 . 

1. 几 个 概念 


令 互 = max{leit|,t 二 1,2,…,n}, 则 表示 第 i 种 单项 预测 方法 的 最 大 绝对 
误差 , Emin 表示 m 种 单项 预测 方法 的 最 大 绝对 误差 中 的 最 小 者 , Bmax 表示 mm 种 单 
项 预测 方法 的 最 大 绝对 误差 中 的 最 大 者 , 即 

mnin = i, Ei, Emax = Re, 五;. 

定义 8.5.1 设 互 (11,l2,…,lm) 为 组 合 预测 的 最 大 绝对 误差 , 车 (11,l2,…, 1) 
< Emin, 则 称 权 系 数 有 1,l2,… ,lm 确定 的 组 合 预测 模型 为 优 性 组 合 预 测 , 若 Ewin < 
互 (11l2,… ,lm) < Bmaxs 则 称 之 为 非 劣 性 组 合 预测 , 若 EE (l,l2,…, lm) > Emax, 则 
称 之 为 劣 性 组 合 预测 . 

定义 8.5.1 表明 , 只 有 组 合 预测 的 最 大 绝对 误差 小 于 各 单项 预测 方法 的 最 大 绝 
对 误差 中 的 最 小 者 , 该 组 合 预测 模型 才 是 优 性 的 . 即 以 最 大 绝对 误差 最 小 化 作为 判 
汤 准 则 , 优 性 组 合 预 测 一 定 比 “最 好 ”的 单项 预测 方法 还 要 “好 ”. 

定义 8.5.2 若 第 i 种 和 第 k 种 单项 预测 方法 在 各 个 时 刻 预测 误差 的 绝对 值 满 
足 如 下 不 等 式 |eitl < |ert|;t = 1,2,…,n, 且 至 少 对 某 个 时 刻 to 有 严格 的 不 等 号 成 
立 , to € {1,2,…,n}, 则 称 第 i 种 单项 预测 方法 优 超 第 种 单项 预测 方法 . 

定义 8.5.2 表明 , 第 i 种 单项 预测 方法 在 各 个 时 刻 预 测 误差 的 绝对 值 不 大 于 第 
k 种 单项 预测 方法 , 而 且 至 少 对 某 个 时 刻 to 处 预测 误差 的 绝对 值 严格 小 于 第 种 
单项 预测 方法 , 直观 上 可 以 认为 第 i 种 单项 预测 方法 要 “好 于 ”第 种 单项 预测 方 
法 . 

2. 非 劣 性 组 会 预测 和 宛 余 预测 方法 的 判定 

定理 8.5.1 组 合 预 测 的 最 大 绝对 误差 不 超过 各 单项 预测 方法 最 大 绝对 误差 的 
加 权 平 均值 . 即 , 

已 (12 lm) < OhiB. (8.5.7) 
2=1 


证 明 设 二- (1,12,… ,lm)” 为 组 合 预测 模型 (8.5.5) 的 任 一 个 可 行 解 , 不 妨 设 
在 如 时刻 (to s {1,2,…,n}) 组 合 预测 的 绝对 误差 为 最 大 值 , 即 |ex| = max |et， 
因为 由 玉 的 定义 知 态 = max {ex|,t 二 1,2,…,n}, 所 以 |ewo| < Bi, 并 注意 到 式 
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(8.5.1), 从 而 有 


B (la, ln) = ax et = esol = 
~ 


mm 
》 li€ito 
i=1 


推论 8.5.1 组 合 预 测 模型 (8.5.5) 的 任 一 可 行 解 对 应 的 组 合 预 测 至 少 是 非 劣 
性 组 合 预测 . 

推论 8.5.2 简单 加 权 平 均 组 合 预测 方法 至 少 是 非 劣 性 组 合 预测 . 

定理 8.5.2 组 合 预测 模型 (8.5.5) .的 最 优 目标 函数 值 是 参与 组 合 预 测 的 各 单 
项 预测 方法 总 个 数 m 的 单调 不 增 函 数 , 即 


mm mm 
< 》 |eito| < YB. 证 毕 . 
这 1 i=1 


五 (12， “ 1) < 五 (三 1， “ 7) (8.5.8) 


其 中 召 ( 肝 全 成 ) 和 (3,2,…, lmslm+t1) 分 别 表示 m 个 单项 预测 方法 及 再 增 
加 一 个 单项 预测 方法 共 m +1 个 单项 预测 方法 参与 的 基于 OWA 算 子 的 组 合 预测 
模型 对 应 的 最 优 目 标 函 数值 . 

证 明 设 对 m 个 单项 预测 方法 参与 的 组 合 预测 模型 (8.5.5) 的 任 一 个 可 行 解 ， 
不 妨 设 在 to 时 刻 (to < {1,2,…,n}) 组 合 预 测 的 绝对 误差 为 最 大 值 ， 即 |es,| = 


Lax |e:| = > lieiso . 
NS" 记 1 
设 玉 = (于 访 ) 为 mm 个 单项 预测 方法 参与 的 组 合 预测 模型 (8.5.5) 的 
最 优 解 , 其 最 优 目标 函数 值 为 


水 了 让 水 。 。 
到 时 = mn maxlel= min leul= 
Uaedm Dhi=1 Ul2, dm, 3 一 
1 z=1 


2 二 


? 


™m 
》 水 

1 Cito 
i 二 1 


(8.5.9) 


mm 
其 中 了》 = 1 于 20,1=12,.……,m. 
一 工 


同 理 , 再 增加 一 个 单项 预测 方法 共 +1 个 单项 预测 方法 参与 的 组 合 预测 模型 
(8.5.5) 的 任 一 个 可 行 解 ， 不 妨 设 在 如 时 刻 (t1 < {1,2,…,n}) 组 合 预 测 的 绝对 误差 
mm 十 


为 最 大 值 ， les| = max les| = » | 设 工 = (lla lm Umi)T 为 再 增加 一 


l<t<n i7 
个 单项 预测 方法 , 共 m +1 个 单项 预测 方法 参与 的 组 合 预测 模型 (8.5.5) 的 最 优 解 ， 
其 最 优 目标 函数 值 为 
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五 (01 12 li) = min max |ez| 
ma 十 1 lgten 
lla lm m+l, 3 i=1 
z=1 


m+1l 


》， jieit 


“一 1 


一 min i |et | = ， (8.5.10) 


Ul2y lm mt+1, > li=1 
1 


m+1 

其 中 >》 有 =1,8>0,i=1,2,…,m+1. 
i=1 

型 (8.5.5) 的 可 行 解 , 则 有 


E(h, la, ms ln) < EH, lh, 0). (8.5.11) 
由 式 (8.5.10) 得 
El(lt, 2,.*, 1,,0) 一 Sle, 。 (8.5.12) 
“一 工 
因为 Ia， |et| = |etoj, 所 以 |eri| < |eto|, 注意 到 式 et = iow 则 有 
7 ™m 
DHew| < | Weiwo|. (8.5.13) 
2 一 1 i=1 


由 式 (8.5.9)、(8.5.11)~(8.5.13) 即 得 
E(L, b, “0 ,Lm lm+1) < E(l, 12， “2 , lm)- 证 毕 . 


通常 认为 随 着 参与 组 合 预测 的 单项 预测 方法 个 数 m 的 增加 , 基于 OWA 算 子 
的 组 合 预测 模型 的 最 优 目 标 函数 值 一 定 是 m 的 严格 单调 减少 函数 , 然而 , 定理 8.5.2 
证 明了 当 再 增加 一 个 单项 预测 方法 时 , 基于 OWA 的 组 合 预测 模型 的 最 优 目 标 函 数 
值 可 能 减少 , 也 可 能 不 变 . 这 表明 组 合 预 测 模 型 可 能 存在 元 余 的 单项 预测 方法 . 下 
面 一 个 定理 为 元 余 预 测 方法 提供 了 判定 . 

定理 8.5.3 车 对 任意 第 +t 时刻 elt ezt,… ,emt 的 符号 完全 相同 , t = 1,2,…,n， 
且 第 ;种 单项 预测 方法 优 超 第 & 种 单项 预测 方法 , 则 组 合 预 测 模型 (8.5.5) 的 元 余 
度 至 少 为 1/m. 

证 明 假设 工 * = (人 为 组 合 预测 模型 (8.5.5) 的 最 优 解 
旦 第 种 单项 预测 方法 不 为 元 余 预 测 方法 , 即 必 > 0, 且 > 如 =1, 由 式 (8.5.9) 知 


i=1 
最 优 解 L* 对 应 的 组 合 预 测 模 型 (8.5.5) 的 目标 函数 值 为 


E(lt, 02,: 0) 一 Sle : (8.5.14) 
i=1 
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因为 对 任意 第 t 时 刻 E1135E2t) '' ,Emt 的 符号 完全 相同 ， te {1, 2, 3 n}, 所 以 Dd ei 
i=1 
= DW lewol 由 
?一 工 
E(li,l2 2 1) = 2 |eitol . (8.5.15) 


又 因为 第 i 种 单项 预测 方法 优 超 第 种 单项 预测 方法 , 由 定义 2 知 |eis| < lexntl， 
t 二 1,2,…,n, 且 至 少 对 某 个 to 有 严格 的 不 等 号 成 立 , to € {1,2,…,n}, 所 以 有 


|eito| < |ekto| 》 t= 1, 2， “nN. (8.5.16) 


构造 工 = ( 玉 …, 司 十 太 ,…,0,…, 访 )T, 上 的 第 i 个 分 量 为 必 十 以, 第 上 个 分 量 为 
0, 其 余 m2 个 分 量 与 最 优 解 L* 相同 , 显然 上 为 组 合 预 测 模 型 (8.5.5) 的 一 个 可 行 
解 , 则 与 上 对 应 组 合 预 测 模型 (8.5.5) 的 目标 函数 值 为 


E(L) = |le t+Uezto t+ (+ es + .+O0epso 十 :十 这 enio| 
三 全 |eiso| 十 好 1e2to| 十 … 十 ( 玉 十 访 ) |eito| 十 … 十 0 egto| 十 … 十 太 |ento|. (8.5.17) 


由 式 (8.5.15)~(8.5.17) 知 


E(L) < 》 ,tlewl = EA ,eS). 
这 1 
而 这 与 7” = (站 天) 为 组 合 预测 模型 (8.5.5) 的 最 优 解 矛 盾 ! 所 
以 假设 不 成 立 . 从 而 第 大 种 单项 预测 方法 一 定 是 元 余 预 测 方法 , 此 即 组 合 预 测 模 型 
(8.5.5) 的 元 余 度 至 少 为 1/m. 证 毕 . 

本 节 提 出 了 基于 有 序 加 权 平 均 (OWA) 算 子 的 组 合 预测 模型 , 针对 最 大 绝对 误 
差 最 小 化 的 组 合 预测 模型 的 性 质 作 了 研究 , 得 出 一 些 有 益 的 结果 , 在 理论 上 进一步 
表明 该 类 最 优 组 合 预测 方法 确实 能 综合 各 种 单项 预测 方法 信息 . 从 而 为 该 模型 的 
广泛 应 用 提供 理论 依据 . 
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为 了 综合 利用 各 种 预测 方法 所 提供 的 信息 , 在 预测 实践 中 , 采用 组 合 预测 的 办 
法 . 即 对 不 同 的 预测 模型 以 适当 的 加 权 平 均 形 式 组 合 起 来 , 得 出 组 合 预测 模型 . 组 
合 预测 核心 的 问题 就 是 在 一 定 的 准则 下 求 出 最 优 加 权 平 均 系数 . 这 种 最 优 加 权 综 
合 的 思想 有 着 广泛 的 应 用 , 本 章 主要 讨论 组 合 预 测 技术 在 决策 、 评 价 、 证 券 投 资 、 
劳动 力 配置 等 方面 的 应 用 ， 
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9.1.1 组 合 赋 权 方 法 概述 [9 


多 属性 决策 是 多 目标 决策 的 一 种 , 是 指 对 于 给 定 的 有 限 个 选择 方案 , 决策 者 根 
据 事先 确定 的 各 个 方案 若干 个 属性 值 , 按照 某 种 决策 准则 进行 多 方案 排序 . 多 属性 
决策 广泛 应 用 于 社会 、 经济、 管理 等 诸多 领域 . 对 于 多 属性 决策 问题 , 无 论 采取 什 
么 样 的 求解 方法 , 一 般 需 要 确定 各 属性 的 相对 重要 程度 , 而 重要 程度 往往 用 属性 的 
权 系 数 来 反映 , 权 系数 越 大 则 其 对 应 的 属性 就 越 重 要 . 因此 , 权 系 数 的 正确 确定 , 对 
于 多 属性 决策 问题 的 正确 决策 具有 十 分 重要 的 作用 . 

目前 权 系 数 的 确定 方法 有 多 种 . 大 体 上 可 分 为 主观 赋 权 方法 和 客观 赋 权 方法 
两 大 类 13. 主观 赋 权 法 是 决策 者 根据 经 验 主观 判断 或 各 指标 的 主观 重视 程度 进行 
赋 权 的 方法 . 如 专家 调查 法 、 二 项 系数 法 、AHP 法 等 ; 而 客观 赋 权 法 是 通过 建立 一 
定 的 数学 模型 计算 出 权重 系数 , 如 主 成 分 分 析 法 、 粹 技术 法 、 均 方差 法 及 目标 规划 
法 等 . 两 大 类 赋 权 方法 各 有 不 同 的 特点 . 主观 赋 权 法 的 随意 性 较 大 , 决策 准确 性 和 
可 靠 性 稍 差 一 些 , 这 是 其 不 足 之 处 . 但 属性 的 相对 重要 程度 一 般 不 会 违反 人 们 的 常 
识 . 客观 赋 权 法 显著 的 特点 是 存在 赋 权 的 客观 标准 , 通过 计算 得 出 属性 的 权重 系数 ， 
而 不 是 人 为 给 定 的 . 但 客观 赋 权 法 的 缺点 是 有 时 计算 结果 无 法 解释 . 

从 上 述 主 观 赋 权 法 和 徐 观 赋 权 法 的 特点 分 析 可 知 , 它们 均 具有 一 定 的 互补 性 . 
为 了 让 多 属性 决策 的 排序 结果 更 科学 , 一 个 合理 的 做 法 就 是 将 不 同 的 赋 权 法 所 得 的 
权重 系数 按照 一 定 的 方法 进行 组 合 . 组 合 赋 权 是 一 种 新 的 权重 系数 确定 方法 , 根据 
多 属性 决策 问题 的 实际 情况 , 选择 几 种 有 代表 性 赋 权 的 方法 , 通过 适当 的 数学 模型， 
求 组 合 赋 权 系数 . 所 谓 的 代表 性 , 是 指 在 进行 组 合 赋 权 时 应 该 在 主观 赋 权 法 和 客观 
赋 权 法 中 至 少 各 选 出 一 种 方法 , 这 样 通过 组 合 赋 权 , 可 以 充分 利用 各 种 赋 权 方法 所 
带 来 的 信息 , 使 得 排序 结果 既 能 体现 主观 信息 , 又 能 体现 客观 信息 . 
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文献 [112] 指出 将 主 、 客 观 信息 综合 集成 的 方法 是 一 个 有 价值 的 新 课题 . 文献 
[112] 提出 了 一 种 主客 观 赋 权 法 , 该 方法 以 各 决策 方案 的 评价 目标 值 之 和 达到 最 大 
为 目标 函数 , 建立 一 个 数学 规划 模型 来 求解 属性 权重 的 . 文献 [113] 又 提出 了 另外 一 
种 权重 集成 方法 , 即 设 G 为 组 合 权重 与 各 决策 者 给 出 的 主观 权重 之 间 的 总 偏差 平 
方 和 , 设 C' 为 各 选择 方案 与 其 “理想 方案 ”之 间 评 价目 标 值 的 偏差 平方 和 , 以 G 和 
G' 的 加 权 平 均 达 到 最 小 为 目标 函数 , 建立 一 个 规划 模型 来 求解 组 合 属性 权重 . 文献 
[114] 提出 了 一 种 确定 多 指标 权 系数 的 离 差 平方 和 最 大 化 方法 . 目前 优化 组 合 赋 权 
方法 的 研究 还 不 完善 , 有 必要 进一步 探讨 多 种 准则 下 的 优化 组 合 赋 权 方法 , 并 进行 
比较 分 析 . 本 节 在 文献 [114] 的 基础 上 提出 了 多 属性 决策 中 基于 离 差 平方 和 的 新 的 
最 优 组 合 赋 权 方法 , 利用 该 方法 对 文献 [112,113] 中 的 实例 进行 了 计算 , 结果 与 文献 
[112,113] 是 一 致 的 . 这 就 表明 该 最 优 组 合 赋 权 方法 的 有 效 性 和 科学 合理 性 . 


9.1.2 基于 离 差 平方 和 的 最 优 组 合 赋 权 方法 的 基本 原理 


设 有 某 个 多 属性 决策 问题 , 其 方案 集 表示 为 9 = {51, 52,…, Sm}, 其 属性 (或 
指标 ) 集 表示 为 P= {号 , 忆 ,…, 中 }, 第 i 个 方案 8 对 第 了 个 属性 已 的 属性 值 记 
为 ai ,i 二 1,2,… ,mj 二 1,2,…,n, 矩阵 4 = (a,;),,、, 称 为 属性 矩阵 或 决策 撼 
阵 . 通常 属性 可 分 为 效益 型 、 成 本 型 、 固 定型 、 区 间 型 . 

所 谓 效 益 型 属性 是 指 属性 值 愈 大 愈 好 的 指标 , 如 资金 产值 率 、 资 金利 税率 、 全 
员 劳 动 生产 率 等 . 所 谓 成 本 型 属性 是 指 属性 值 愈 小 愈 好 的 指标 , 如 流动 资金 占用 额 、 
流动 资金 周转 天 数 等 . 所 谓 固定 型 属性 是 指 属 性 值 既 不 能 过 大 又 不 能 过 小 , 而 以 稳 
定 在 某 个 固定 值 为 最 佳 的 一 类 指标 , 家 用 电器 稳 压 器 的 稳 压 性 能 指标 就 属于 这 类 指 
标 . 所 谓 区 间 型 属性 是 指 属性 值 以 落 在 某 个 固定 区 间 内 为 最 佳 的 一 类 指标 , 如 财务 
评价 中 的 流动 比率 指标 也 可 以 看 成 是 这 类 指标 , 流动 比率 越 高 , 则 资产 的 流动 性 较 
大 , 短期 偿 债 能 力 越 强 . 然而 , 过 高 的 流动 比率 可 能 意味 着 企业 运用 资金 的 效率 不 
高 . 因此 , 流动 比率 应 存在 一 个 最 合适 的 区 间 . 由 于 不 同 的 属性 往往 具有 不 同 的 量 
纲 和 量 纲 单 位 , 为 了 消除 它们 带 来 的 不 可 公 度 性 , 在 决策 之 前 首先 应 将 属性 指标 作 
无 量 纲 化 处 理 . 然而 决策 属性 类 型 不 同 , 无 量 纲 化 处 理 方法 也 将 不 同 . 

对 于 效益 型 属性 , 一 般 可 令 


(9.1.1) 


对 于 成 本 型 属性 , 一 般 可 令 


(9.1.2) 
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对 于 固定 型 属性 , 一 般 可 令 
low — | 
bj=1— ， 9.1.3 
7 max az 一 引 ) 
其 中 a 为 第 了 个 属性 P 的 最 佳 稳定 值 . 
对 于 区 间 型 属性 , 一 般 可 令 


qi; 一 Qi 、 
一 -一 一 一 一 一 一 一 一 一 一 = 去 ， 
max{g, i CQ 了 CQ 一 do25 } 当 和， 
bi; = 9 1, a,, € [o ga (9.1.4) 
Qi — Qs 、 
了 了 当 a,, > 0 


i ) 
min /pmax 
] ? Q; d2; } 


In8X | 一 忆 
ax{9u — aP "03 


式 中 QQ 2 分 别 为 第 7 个 属性 PP 的 最 小 值 和 最 大 值 . [gq1;, gq2zj] 为 记 的 最 佳 稳 
定 区 间 . 

显然 , by <s [0,1],% = 1,2,…,m,j = 1,2,…,n. 称 上 述 的 无 量 岗 化 处 理 的 矩阵 
BB = (bij)mxn 为 规范 化 的 决策 矩阵 ，bi; 表示 第 i 个 方案 5; 对 第 ; 个 属性 万 的 规 
范 化 属性 值 , 矩阵 B 的 第 i 行 表 示 第 i 个 方案 5; 对 n 个 属性 值 的 规范 值 . 显然 , biy 
您 大 愈 好 . 

不 管 是 主观 赋 权 方法 还 是 客观 赋 权 方法 , 前 已 指出 它们 均 有 若干 具体 的 赋 权 方 
法 . 假设 某 个 多 属性 决策 问题 , 对 n 个 属性 有 ! 种 具体 的 赋 权 方法 对 其 赋值 . 设 第 
k 种 赋 权 方法 给 出 的 权 向 量 值 为 


Wek = (Wi Wons 


其 中 WIk 之 0, 》 wx 一 1， k =1,2,- ° ,0 =1,2,: ,1 


7=1 
为 综合 各 种 赋 权 方法 的 特点 , 可 考虑 如 下 组 合 赋 权 W c=(wel, tc :cn 令 
We = Wi Wt+ OW, (9.1.5) 


称 W. 一 (Wel1, We2, “0 ,Wen)™ 为 组 合 赋 权 系数 向 量 . 其 中 01, 02, ,0, 为 组 合 权 系 
数 向 量 的 线性 表 出 系数 . be > 0,k = 1,2,…,1, 且 满 足 单位 化 约束 条 件 


》 =1. (9.1.6) 
k=1 


令 分 块 矩 阵 全 = (Wi 到 2,… ,Wi), 9 = (91,02,…,9) 人 了 则 称 W 为 [个 权 
系数 向 量 组 成 的 矩阵 . 厂 实际 上 为 n x 1 的 矩阵 , © 为 组 合 权 系数 向 量 的 线性 表 出 
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系数 组 成 的 ! 维 列 向 量 . 此 时 式 (9.1.5)、(9.1.6) 可 表 为 矩阵 形式 
We= WO, (9.1.7) 
OQ'O=1. (9.1.8) 


根据 简单 线性 加 权 法 , 由 组 合 赋 权 系数 向 量 W。 计算 而 得 的 第 i 个 决策 方案 5; 
的 多 属性 综合 评价 值 可 表示 为 


n 
Wo) = 》 bw =1,2,..,m. (9.1.9) 
j=1 


一 般 而 言 , Di(W。) 总 是 愈 大 愈 好 , Di(W 6) 愈 大 表示 第 i 个 决策 方案 5; 愈 优 . 
但 是 , 在 多 属性 决策 中 , 如 果 各 属性 的 权 系数 确定 不 当 , 致使 各 决策 方案 的 多 属性 综 
合 评价 值 Di(W。)(i = 1,2,…,m) 互相 差别 很 小 , 这 样 将 不 利于 决策 方案 的 排序 . 
所 以 选择 组 合同 权 系数 向 量 的 一 个 基本 思想 是 使 各 决策 方案 的 多 属性 综合 评价 值 
Di(W.) 尽 可 能 分 散 , 越 分 散 越 有 利于 方案 的 决策 与 排序 .本 节 采 用 文献 [114] 
中 把 各 决策 方案 多 属性 综合 评价 值 的 离 差 平方 和 作为 其 分 散 程度 的 度量 , 为 此 , 定 
义 第 记 个 决策 方案 综合 评价 值 D;,(W。) 和 第 iz 个 决策 方案 综合 评价 值 Di,(W ) 
的 离 差 为 


viria (We) 一 Di (W .) 一 Di,(W.) -2 2 一 Do we;, 411,42 = 1,2,.…,m. 


(9.1.10) 
设 vi(W c) 表示 第 i 个 决策 方案 与 其 他 各 决策 方案 综合 评价 值 的 离 差 平方 和 ， 
则 有 


2 
vi(W .) 一 > oO (W 0) 二 一 > 也 (255 je ， $= 1,2,..,m. (9.1.11) 
i =1 i=1 | j=1 


根据 前 述 的 选择 组 合 赋 权 系数 向 量 Wo。 的 基本 思想 , 应 该 使 m 个 决策 方案 总 的 离 
差 平方 和 达到 最 大 , 这 样 有 利于 方案 的 决策 与 排序 . 二 是 可 构造 如 下 目标 本 L119] 


1(W..) = 三 yu = 一 > > Se, bi1j) “| 


2 二 1 i=1 ii=1 L 7=1 
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若 令 nxn 阶 和 矩阵 B1 为 


| at a* Qn, 
Bi 一 | 下 矶 bx | ， 
ci C2 Cr, 
m m 
其 中 ， CQ = 》 (bi — ba) (bi — bi1), 
|! 人 二 
0 一 》， >》 (oa 一 bii1) (bi2 一 bi12), 
i 二 1 和 氏 二 1 
m m 
OQ 一 >》 >》 (ba 一 bi,1) (bin 一 biin), 
1 全 
B= > (ba 一 ba3)(b 一 ba)， 
i=1 i 二 1 
B= >》 > (bia — bi12)(bi2 — bii2)), 
i=1 i1=] 
m m 
区 一 》， DS (biz 一 Di2)(pin biin), 
?一 1 21 一 1 
ci 一 》， >》 (bin 一 biin) (Dil bi1), 
i 二 1 1 二 1 
0 =) (bin ~ bin) (bi — bi2), 
2 一 1 i1 二 1 


一 1 41=1 


则 目标 函数 三 (We) 可 表 为 
(Wc) = WTiBIiW., (9.1.13) 


其 中 We = (wa ,Wo,)! 为 组 合 赋 权 系数 向 量 . 
对 于 ” 阶 对 称 方 阵 B1, 我 们 有 如 下 引 理 . 
引 理 9.1.1 Bi 为 n 阶 对 称 方 阵 , 且 Bi 为 非 负 定 和 矩阵. 
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证 明 因为 Bi 的 第 s 行 第 上 列 的 元 素 为 


YY (bis — biss) (bi 一 Dai)， 
i=1 计 ==] 
Bi 的 第 t 行 第 s 列 的 元 素 为 


3 7 


>》 >》 (bit — bist)(bis — biss), 
i=1 i1=1 
显然 有 


mm mm 


》、 》， (bis 一 biis ) (bi 一 bat) -六 > (bit — Dit) 一 bi,s). 


t=1 i1=1 i=1 红 1=1 


从 而 Bi 为 n 阶 对 称 方 阵 . 对 任意 的 n 维 向 量 x = (zx1,7x2,…,z1) 关 0, 则 有 
rTBizx = > >》， by 》、 (bis — biis)(biz 一 四 TsTt 


5 一 1 t 一 1 ?一 1 i 二 1 
m m n 2 
一 >», > (bi; 一 mo 之 0. 


从 而 27B1z 为 非 负 定 二 次 型 , 所 以 B1 为 非 负 定 和 矩阵 . 证 毕 . 

要 想 求 出 组 合 赋 权 系数 向 量 W。, 由 式 (9.1.7) 知 , 只 需求 出 组 合 权 系数 的 线性 
表 出 系数 向 量 @. 既然 WW。 为 @ 的 函数 , 从 而 式 (9.1.13) 表明 目标 函数 厂 (W。) 也 
为 @ 的 函数 , 此 时 , 站 (We) 可 记 为 F(©). 于 是 , 基于 m 个 决策 方案 总 的 离 差 平方 
和 的 最 优 组 合 赋 权 方法 即 为 如 下 最 优化 问题 9 


maxF(@)= OWTBIWO, 
TQ 
| © 8=1, (9.1.14) 
G > 0. 


对 于 模型 (9.1.14), 先 不 考虑 @ 的 非 负 性 , 最 优化 问题 (9.1.14) 可 简化 为 无 约束 优 
化 问题 


OT™WTBIWO 
maxh(O)= 6 6 (9.1.15) 
对 于 式 (9.1.15) , 我 们 有 如 下 结 
让 WTBI We _ 


定理 9.1.1 maxF(©) = OO Amax， 最 优 解 0” 为 和 Amax 对 应 的 
单位 化 特征 向 量 . 其 中 和 wox 为 矩阵 W "Bi1W 的 最 大 特征 根 . 
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证 明 记 WITBIW = G, 因 为 Bi 为 n 阶 对 称 方 阵 , 显然 有 GT = G, 所 以 G 
也 是 1 阶 的 对 称 方 阵 . 设 和 ,和 2,… ,入 为 G 的 特征 值 , 不 妨 假定 Ni > 和 2 > …… 之 A， 
即 NA = Nmax. 

记 pi1,Pz,… ,Pi 分 别 为 和 1,X2,… ,入 的 对 应 的 标准 正 交 化 的 特征 向 量 , 即 


Gp; = Np i=1,2,..,! (9.1.16) 


令 忆 = (pi,pP2,…,P1), 4 = diag (和 1, 和 2,… ,入 ), 即 4 为 G 的 特征 值 所 构成 的 
对 角 阵 , 由 式 (9.1.16), 则 有 


因为 P 为 正 交 和 矩阵 , 因而 是 可 逆 的 . 对 任意 的 向 量 @, 方程 组 
Pz=0 (9.1.18) 


总 存在 唯一 解 . 设 其 解 z = (z1,z2,…,z1)T 所 以 
(Px)IGPrz (Px)'GPx  zTPIGPr 


Fay 二 
1(©) (Px)TPz (Pz)T Pz zTPTPrz 
TDT4z | 
= i = 2 (9.1.19) 


2 1 
其 中 wi = 一 一 > 0, 注意 到 》 wi =1, 则 有 


22 ?一 工 
L l 
(©O) 三 Dw 和 < AT1 Dw 一 和 Amax， (9.1.20) 
?一 1 “一 | 


式 (9.1.20) 表明 等 式 态 (O*) = 和 max 成 立 的 充 要 条 件 是 
Wi=1l, wi=0, i=2,..……,1. (9.1.21) 


由 式 (9.1.18)、(9.1.21) 得 8@* = pi. 证 毕 . 

定理 9.1.1 表明 , 互 (©) 最 大 值 为 对 称 矩 阵 WTB1W 最 大 特征 根 , 最 优 解 @8* 
为 矩阵 W ”BiW 的 最 大 特征 根 所 对 应 的 单位 化 特征 向 量 . 

由 引 理 9.1.1 知 , 矩阵 WB1W 是 对 称 非 负 定 的 , 根据 非 负 不 可 约 和 矩阵 的 
Perron-Frobenius 定理 ,和 max 为 单 根 , 且 它 对 应 的 @* 的 分 量 全 部 为 正 . 因此 ，@* 
也 是 模型 (9.1.14) 的 最 优 解 . 求解 WTBiW 的 最 大 特征 根 所 对 应 的 单位 化 特征 向 
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量 @*, 可 以 采用 现成 的 计算 软件 , 如 Matlab, 当然 也 可 采用 宕 法 选 代 算法 上, 步 
又 如 下 : 
(1) 给 定 初始 的 单位 化 向 量 @(0) = (0(0),g2(0)…&(0))7 > 0, 一 般 可 取 


1 1 TAI 
90= (太古 一 十 ) 
同时 给 出 兴 代 精度 。= 10-6, 秆 =0. 
(2) 计算 6@(k) = (WTBiW) O(k -1), 令 O(k) = A 
Ok)T OK) 
(3) 当 6(k) 一 B(k 一 了] <e 时 , 则 B@* = OB(k), 否则 令 上 = 上 十 1, 转 (2). 
OB* 求 出 以 后 , 把 它 代入 式 (9.1.7) 即 得 最 优 组 合 赋 权 系数 向 其 W:* = WO*. 
由 于 传统 的 加 权 向 量 一 般 都 是 满足 归 一 化 约束 条 件 , 因此 , 为 了 与 人 们 的 习惯 
用 法 保持 一 致 , 还 需要 对 例 z = (wi ,wi2,… ,ws,)7 进行 归 一 化 处 理 . 即 令 


当然 也 可 以 先 对 纹 ,k = 1,2,…,! 进行 妇 一 化 处 理 , 即 令 
L 
Ge* 一 /Do k= 1,2,...,1. {9.1.23) 
k=1 


再 按 We” = WB” 计算 加 权 向 量 . 

容易 证 明 这 两 种 归 一 化 方法 等 价 的 . 于 是 , 得 到 的 全 := (wo3 0 加 0 
就 是 所 求 的 满足 归 一 化 约束 条 件 最 优 组 合 赋 权 系数 向 量 . 实际 上 , 对 三 : 进行 归 一 
化 处 理 并 不 影响 多 属性 决策 问题 排序 的 结果 . 这 可 从 如 下 定理 9.1.2 看 出 . 

定理 9.1.2015 分 别 使 用 组 合 赋 权 系数 向 量 W: 和 W* 按 式 (9.1.9) 对 多 属性 
决策 问题 进行 决策 方案 的 排序 , 则 所 得 到 的 两 个 排序 结果 是 相同 的 , 即 若 D;(W:) > 
Dj;(W:), 则 有 


Di(W:”) > D;(W:’), 2,7 = 1,2,.……,m. 


证 明 由 式 (9.1.9) 知 


n n ! 了 n 
Di(W) 一 “0120 一 》 b>, OWwjk 一 >》 0 “Bi7a07: 
j=1 k=1 j=l 


j=1 k=! 
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i n 
同 理 D;(W**) = 》 0x* 》 bye; 由 式 (9.1.23) 知 
二 1] /一 


t 
Ox* -i/o k= 1,2,...,1. 
k=1 


[4 nn ! 
所 以 DA(W2*) = >》 拓 》 bj / >》 扰 , 即 
k=1 


天 一 1 7=1 


1 
Di:(We’)= pw / Eo i= 1,2,...,m. 
k=1 


因为 站 如 >0， 则 当 Di;(W*) > Dy(W*) 时 , 有 


k=1 
Di;(We’) > D;(We’), ,7 一 1,2,:- ,mm. 证 毕 , 


综 上 所 述 , 最 优 组 合 赋 权 系数 向 量 的 计算 步骤 可 归纳 为 

(1) 由 属性 矩阵 4 = (osy)，。, 根据 式 (9.1.1)~ (9.1.4) 计算 规范 化 的 属性 矩阵 
B = (bj)， ,以 及 根据 定义 式 计算 n 阶 对 称 非 负 定 方 阵 Bi ， 

(2) 由 ! 种 具体 不 同 的 赋 权 方法 组 成 的 权 系数 向 量 和气 阵 W 和 Bl 计算 对 称 害 
阵 WTBiW, 同时 计算 三 7 BiW 的 最 大 特征 根 和 wax 及 其 所 对 应 的 单位 化 特征 向 
量 8*. 

(3) 根据 W? = W 98"* 并 进行 归 一 化 处 理 , 求 出 后 由 式 (9.1.22) 或 式 (9.1.23) 
得 归 一 化 的 最 优 组 合 赋 权 向 量 We2*. 

(4) 把 你? 代入 式 (9.1.9) 计算 第 i 个 决策 方案 5; 的 多 属性 综合 评价 值 
Di(W**), i =1,2;……m, 并 根据 各 决策 方案 多 属性 综合 评价 值 Di(W**) 的 大 小 对 
多 属性 决策 问题 进行 排序 , 作出 科学 的 分 析 . 


9.1.3 ”基于 离 差 平方 和 的 最 优 组 合 赋 权 方法 的 实例 分 析 


下 面 以 文献 [112] 中 的 例子 的 数据 ， A 
组 合 赋 权 方法 的 多 属性 决策 问题 的 分 析 结 

考虑 一 个 购买 住房 的 多 属性 决策 问题 . 和 9 一 {91, 92, $3, $4}, 分 别 表示 
4 处 可 供 选择 的 住房 , 其 属性 集 P ={ 妃 ,已 , 局, Py, 书 }, 它们 分 别 是 购房 价格 〈 万 
元 )、 使 用 面积 (平方 米 )、 住房 距 工 作 地 点 的 距离 (公里 )、 住 户 设施 (分 数 ) 和 住 
房 周围 环境 (分 数 ) , 其 中 忆 , 忆 为 成 本 型 属性 , 己 , P,Ps 为 效益 型 属性 . 该 问题 
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的 原始 决策 矩阵 4 为 


30 100 10 7 了 
2 

4 二 5 80 8 3 5 
18 50 20 5 10 
22 70 12 5 9 


根据 式 (9.1.1)、(9.1.2) 计算 规范 化 的 属性 矩阵 B 为 


0 1 0.8333 1 0.4 
0.4167 0.6 1 0 0 

1 0 0 0.5 1 
0.6667 0.4 0.6667 0.5 0.8 


根据 定义 式 计算 5 阶 对 称 非 负 定 方 阵 B1 为 


4.2639 ”一 4.2000 一 3.5275 一 1.6668 3.0999 

一 4.2000 4.1600 3.5998 1.6000 “一 3.0400 

Bi= | -3.5275 3.5998 4.6110 —0.6668 ”一 4.0666 
一 1.6668 1.6000 —0.6668 4.0000 1.6000 
3.0999 “” -3.0400 -4.0666 1.6000 4.7200 


假设 第 一 种 赋 权 方法 为 主观 赋 权 方法 , 决策 者 事先 给 出 的 主观 赋 权 向 量 为 
Wi1 = (0.3,0.2, 0.15, 0.15, 0.2)T. 


假设 第 二 种 赋 权 方法 为 客观 赋 权 方法 , 运用 文献 [123] 给 出 的 客观 赋 权 法 , 可 以 求 出 
属性 的 权重 向 量 为 


Wa = (0.1911, 0.1824, 0.2435, 0.1849, 0.1981)T. 
即 两 个 权 系 数 向 量 组 成 的 分 块 矩 阵 W = (Wi1,W2), W 实际 上 为 5 x 2 的 矩阵 . 
由 W 和 Bi 计算 对 称 和 矩阵 WTB1iW 为 


0.2240 0.1 
WTBiW =- 0 0.1663 | 
0.1663 0.2582 


从 而 计算 出 W”B1W 的 最 大 特征 根 和 wax=0.4082, 它 所 对 应 的 单位 化 特征 向 量 


©* = [0.6700, 0.7424]™. 


9.1 多 属性 决策 中 最 优 组 合 赋 权 方法 研究 - 207 . 
根据 Wi = WE@” 算出 
Wi: = 0.6700W'1 + 0.7424W2 = (0.3429 0.2694 0.2813 0.2378 0.2811)7. 
将 三: 进行 归 一 化 处 理 得 
W:**=(0.2428 0.1907 0.1991 0.1683 0.1990)T. 


Wi 代入 式 (9.1.9) 分 别 计算 4 个 决策 方案 51, 52, 53, 54 的 多 属性 综合 评价 值 为 


Di(W**) = 0.6045， D2(W**) = 0.4147, 
Ds(W*) = 0.5259， Da(W**) = 0.6142. 


计算 结果 表明 5S4 > 51 > S53 > 52 , 其 中 “>” 表 示 优 于 . 

对 此 购买 住房 的 多 属性 决策 问题 , 本 节 提 出 的 方法 所 得 的 排序 结果 和 文献 [112] 
是 一 致 的 . 实例 就 说 明了 本 节 提 出 的 以 离 差 平方 和 为 准则 的 最 优 组 合 赋 权 方法 的 
有 效 性 . 它 综合 主客 观 综合 赋 权 法 的 特点 , 同时 相应 的 决策 排序 结果 反映 主观 程度 
和 客观 程度 . 


9.1.4 基于 离 差 最 大 化 准则 下 的 多 属性 决策 的 最 优 组 合 赋 权 方法 [9 


前 已 述 及 , 根据 简单 线性 加 权 法 , 由 组 合 赋 权 系数 向 量 W。 计算 而 得 的 第 i 个 
决策 方案 5; 的 多 属性 综合 评价 值 Di(W 。) 总 是 愈 大 愈 好 , D;(W) 人 请 大 表示 第 ;个 
决策 方案 5; 愈 优 . 当 组 合 赋 权 系数 向 量 Wi 已 知 的 时 候 , 可 根据 (9.1.9) 式 计算 出 
各 个 决策 方案 的 多 属性 综合 评价 值 , 从 而 可 以 对 各 决策 方案 进行 排序 . 然而 组 合 赋 
权 系 数 向 量 一 般 是 未 知 的 . 下 面 进一步 讨论 厂 。 的 另外 一 种 确定 方法 . 众所周知 ， 
在 多 属性 决策 中 , 如 果 第 j 个 属性 PP 对 所 有 决策 方案 而 言 均 无 差别 , 则 属性 PP 对 
决策 方案 的 排序 将 不 起 作用 , 这 样 的 属性 可 令 其 权 系数 为 0; 反之 , 如 果 忆 使 所 有 
决策 方案 的 属性 值 有 较 大 差异 , 这 样 的 属性 对 决策 方案 的 排序 将 起 较 大 作用 , 此 时 
应 该 给 忆 赋 子 较 大 的 权 系数 . 在 统计 学 中 , 离 差 是 反映 差异 程度 的 一 个 重要 指标 . 
基于 这 样 的 原理 , 选择 组 合 赋 权 系数 向 量 的 另 一 个 基本 思想 是 使 所 有 7 个 属性 对 所 
有 m 个 决策 方案 的 总 离 差 达到 最 大 0253. 为 此 , 定义 第 i 个 决策 方案 和 其 他 决策 方 
案 关 于 属性 PP 的 离 差 之 和 vijy(W ) 为 


mm mm 
vi(We) = >》 lbiywej — bajwej| = > 155 — bias| wes, 
i1=1 ?一 工 


i=1,2,.,m, j= 1,2,..,n. (9.1.24) 
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对 于 属性 已; 来 说 , 设 vj(W。) 表示 所 有 m 个 决策 方案 与 其 他 决策 方案 之 总 高 
差 , 则 有 


mm 


vj(Woe) = >》 vy(We) = > > |6i; — basj| wey, 1 = 1,2,.……,n. (9.1.25) 
i=1 i 二 1 入 二 1 
根据 前 述 的 选择 组 合 赋 权 系数 向 量 W。 的 基本 思想 , 应 该 使 所 有 n 个 属性 对 所 有 


m 个 决策 方案 的 总 离 差 达到 最 大 , 这 样 有 利于 决策 方案 的 排序 . 于 是 可 构造 如 下 目 
标 函 数 


nn m™m mm 


(We) = 2 (W.) = > >， > ， [bi; 一 Da wey. (9.1.26) 


了 一 1 i=1 21 一 二 


Bi= 2 a1 — bal| > > |biz — bii2| : > > lbin — bin||. (9.1.27) 


?一 1 一 1 11 一 1 i=1 谋 一 工 


则 目标 函数 Jo(W 。) 可 表 为 
J(Woe) = BiW., (9.1.28) 
其 中 斌 。 = (wi, wo) 为 组 合 赋 权 系数 向 量 . 
类 似 地 , 要 想 求 出 组 合 赋 权 系数 向 量 WW。, 由 式 (9.1.9) 知 , 只 需求 出 组 合 权 系 
数 的 线性 表 出 系数 向 量 日 . 既然 W。 为 9 的 函数 . 从 而 式 (9.1.28) 表明 目标 函数 
J2(W) 也 为 © 的 函数 , 此 时 且 ( 到 。) 可 记 为 G(B). 于 是 , 基于 离 差 最 大 化 的 多 属 
性 决策 的 组 合 赋 权 方法 表 为 如 下 最 优化 问题 


maxG(©) = BIWO, 


OTO=1, 
s.t. 
© >0, (9.1.29) 


其 中 W = (Wi,W2,…, Wi) 为 1 种 具体 的 赋 权 方法 组 成 的 分 块 矩 阵 . 
对 于 最 优化 问题 (9.1.29) 的 解 的 讨论 , 具有 如 下 结论 . 
定理 9.1.3046 模型 (9.1.29) 所 确定 的 最 优化 模型 的 最 优 解 为 


l 
bx 一 Bw, /Eee k=1,2,...,1. (9.1.30) 
k=1 


证 明 构造 Lagrange 函数 


l 7 
Z(06 的 = 了 BIGB+AXM6TB-H=Bi》 TIkhk 二 A》 > ， 
k=1 k=1 
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aL 
其 中 入 为 Lagrange 乘 子 , 令 本 二 0 得 
BiWax+2Nx =0, k=1,2,..,L. 


所 以 
9; = —BiWi/2M, k=1,2,..,1. (9.1.31) 


把 式 (9.1.31) 代入 模型 (9.1.2) 的 约束 条 件 中 得 


i 
入 = 一 5 (pw /2 


k=1 


k=1 
将 式 (9.1.30) 代入 式 (9.1.7) 得 到 基于 离 差 最 大 化 的 多 属性 决策 的 最 优 组 合 赋 
权 向 量 为 


i 
所 以 纹 = Bi Zewors = 1,2,…,l 证 毕 . 


=WO”= ww: (9.1.32) 


,二 1,2,.…,? 进行 妇 一 化 处 理 即 可 . 将 六 oD) 代入 式 (9.1.7) 得 基于 离 差 最 
大 化 的 多 属性 决策 的 最 优 非 负 归 一 化 组 合 赋 权 向 量 为 


7 
Wr = 》 69 入 TH (9.1.33) 


由 定理 9.1.2 知 , 实际 上 对 组 合 赋 权 系数 向 量 进 行 归 一 化 处 理 并 不 影响 决策 方案 的 
排序 结果 

基于 离 差 最 大 化 准则 下 的 多 属性 决策 的 最 优 组 合 赋 权 系数 向 量 的 计算 步骤 为 

(GD 由 属性 矩阵 4 = (ob)，。， 根据 式 (9.1.1) ~ (9.1.4) 计算 规范 化 的 属性 和 
阵 B = (bj)， ,以 及 根据 式 (9.1.27) 计算 n 维 行 向 量 召 : . 

(2) 计算 n 维 行 向 量 B1 和 第 种 赋 权 方法 给 出 的 权 系数 向 量 Wh 的 乘积 
BiW,k 二 1,2,…,4 根 据 式 (9.1.30) 计算 最 优 组 合 赋 权 向 量 的 线性 表 出 系数 ©* = 
(01, 人 7， 机 Ot)T. 

(3) 根据 式 (9.1.17) 计算 @* 的 归 一 化 向 量 @”* = (6?*, 恕 ",…, 纹 *)" 再 根据 
式 (9.1.33) 求 出 归 一 化 的 最 优 组 合 赋 权 向 其 W2*. 

(4) 把 W* 代入 式 (9.1.9) 计算 第 i 个 决策 方案 & 的 多 属性 综合 评价 值 
Di(W*), i =1,2,…,m, 并 根据 各 决策 方案 多 属性 综合 评价 值 Pi(Wz) 的 大 小 
对 多 属性 决策 问题 进行 排序 . 


.210 . 第 9 章 组 合 预 测 技术 的 应 用 研究 


9.1.5 基于 离 差 最 大 化 准则 下 的 最 优 组 合 赋 权 方法 的 实例 分 析 


下 面 以 文献 [113] 中 的 例子 的 数据 , 给 出 了 本 节 提 出 的 基于 离 差 最 大 化 的 多 属 
性 决策 的 最 优 组 合 赋 权 向 量 的 分 析 结 果 . 

这 是 一 个 在 市 场 上 选择 机 器 人 的 多 属性 决策 问题 . 考虑 一 个 用 户 要 选择 机 器 
人 ， 其 方案 集 为 3 ={531,52, 53, S54}, 分 别 表 示 4 个 可 供 选择 的 方案 ; 其 属性 集 
卫 ={ 已 ,已 , 态 , 玉 } 即 有 4 个 属性 , 它们 分 别 是 , 互 表示 价格 ($ 10000); 已 家 
示 速 度 (m/s) ; 及 表示 可 重复 性 (mm) ; 严 表示 负载 能 力 (kg). 其 中 咏 , PB 为 成 
本 型 属性 , 户 , 忆 为 效益 型 属性 . 该 问题 的 原始 决策 矩阵 为 


3.0 10 1.0 70 
2.5 0.8 0.8 50 
1.8 0.5 2.0 110 
2.2 0.7 1.2 90 


根据 式 (9.1.1)、(9.1.2) 计算 规范 化 的 属性 秆 阵 为 
0 1 0.8333 0.3333 


|0.4167 06 1 0 
1 0 0 1 
0.6667 0.4 0.6667 0.6667 
根据 定义 式 计算 4 维 行 向 量 为 


Bi=[6.5000 6.4000 6.3332 6.6666]. 


假设 第 一 类 赋 权 方法 为 主观 赋 权 方法 , 机 器 人 用 户 聘请 3 个 专家 给 出 关于 属性 的 权 
重 向 量 分 别 为 


Wi1 = (0.3, 0.4, 0.15, 0.15), 
Wo2 = (0.4,0.3, 0.15, 0.15), 
Ws = (0.25, 0.25, 0.25, 0.25)7, 


假设 第 二 类 赋 权 方法 为 客观 赋 权 方法 , 运用 文献 [123] 给 出 的 客观 赋 权 法 , 可 以 求 出 
4 个 属性 的 权重 向 量 为 


W2=(0.2403 0.2294 0.3062 0.2242)7. 
计算 4 维 行 向 量 Bl 和 第 种 赋 权 方法 给 出 的 权 系数 向 量 Wi 的 乘积 ,大 = 1 2, 3, 4. 


BiWi1=7.6953, BiW;=7.6326, BiWs=5.5596, BiW4 = 5.0130. 
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根据 式 (9.1.17) 计算 
O** = (01*,03*,03*,07*)T = (0.2971 0.2947 0.2147 0.1935)T. 


再 根据 式 (9.1.33) 求 出 归 一 化 的 最 优 组 合 赋 权 向 量 
4 
Wi = > We = 0.2971W1i + 0.2947W2 + 0.2147W3 + 0.1935Wa 
k=1 
= (0.3072 0.3053 0.2017 0.1858)7. 


把 We” 代入 式 (9.1.9) 分 别 计算 第 i 个 决策 方案 5; 的 多 属性 综合 评价 值 
Di(W**) = 0.5353， D2(W**) = 0.5129, 
Ds(W**) = 0.4930， Da(W**) = 0.6142. 


计算 结果 表明 S54 > 51 > 52 > 53 ,其 中 “> ”表示 优 于 . 

对 市 场 上 选择 机 器 人 的 多 属性 决策 问题 , 本 节 提 出 的 方法 所 得 的 排序 结果 和 文 
献 [113] 是 一 致 的 . 实例 说 明 以 离 差 平方 和 为 准则 的 最 优 组 合 赋 权 方法 的 有 效 性 . 
它 综合 了 各 种 赋 权 方法 的 特点 , 通过 一 个 最 优化 数学 模型 求 出 组 合 赋 权 系数 . 同时 ， 
相应 的 决策 排序 结果 反映 主观 程度 和 客观 程度 , 具有 概念 清楚 、 涵 义 明确 的 特点 ， 
同时 计算 也 不 复杂 , 应 用 举例 表明 本 方法 排序 结果 准确 性 . : 
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随 着 人 们 收入 水 平 的 增加 , 投资 方式 正在 向 多 元 化 方向 发 展 . 证 券 投资 常常 是 
投资 者 愿意 选择 的 主要 投资 方式 之 一 . 在 有 价 证 券 市 场 上 , 投资 者 最 关心 的 是 投资 
收益 的 大 小 以 及 投资 风险 的 高 低 . 一 般 来 说 , 证 券 投资 收益 往往 与 投资 风险 成 正比 
关系 , 即 投资 收益 越 大 , 投资 风险 也 越 大 . 由 诺 贝尔 奖 得 主 Markowitz 首先 提出 的 证 
券 组 合 投资 模型 莫 定 了 现代 投资 理论 的 基础 0 外. 然而 , 目前 大 多 数 证 券 组 合 投资 
决策 模型 存在 的 问题 表现 在 两 个 方面 : 一 是 得 出 的 组 合 投 资 的 权 向 量 是 个 常 向 量 ， 
它 不 随时 间 变 化 而 变化 . 实际 上 不 同时 点 上 证 券 组 合 投资 的 权 向 量 不 可 能 相等 . 二 
是 证 券 组 合 投 资 的 权 向 量 是 根据 已 经 发 生 的 历史 资料 由 模型 计算 得 出 的 , 用 它 作 为 
未 来 时 刻 的 证 券 组 合 投资 决策 的 权 向 量 实 为 “马后炮 ”, 没有 实际 意义 . 正 是 基于 
上 面 的 两 点 考虑 , 本 节 提 出 了 在 两 种 不 同 风 险 度量 指标 下 的 动态 证 券 组 合 投资 决策 
模型 , 并 给 出 相应 的 规划 论 算法 . 


9.2.1 以 方差 作为 风险 度量 指标 的 证 券 组 合 投资 动态 模型 ba 
设 证 券 市 场 上 有 n 种 证 券 , 则 第 i 种 证 券 第 t 期 单位 投资 额 的 收益 率 Bi 为 


Bi = (ph —ph+di)/pY, i=1,2,.,n, t=1,2,..,N, (9.2.1) 
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其 中 下 表示 第 i 种 证 券 第 t 期 出 售 价格 , p& 表示 相应 的 买 入 价 , dit 表示 相应 的 持 
有 期 所 获得 的 红利 、 股 息 等 . 显然 is 为 一 随机 变量 . 

假设 投资 者 在 第 t 期 投资 金额 为 mi, mz 为 外 生变 量 , 令 zi 表示 投资 者 投资 到 
第 i 种 证 券 第 二 期 投资 额 , zi 为 内 生变 量 . 

我 们 采用 证 券 收益 率 的 数学 期 望 作为 证 券 收益 大 小 的 度量 指标 , 用 证 券 收益 率 
的 方差 作为 风险 度量 指标 , 记 


bit = EBit, oij(t) = E(Bit — bit)(Bje 一 bb)， (9.2.2) 


其 中 bis 表示 Bis 的 数学 期 望 , 0i;(t) 表示 第 i 种 证 券 与 第 了 种 证 券 收益 率 的 协 方 
差 . 
在 上 述 记 号 条 件 下 , 第 t 期 证 券 组 合 投 资 总 的 期 望 收益 bi 为 


be => birit, t=1,2,...,N. (9.2.3) 
i=1 
第 tt 期 n 种 证 券 组 合 投 资 总 的 风险 of 为 
n n 2 也 n 
a2 一 a (> Pit Ti 一 》， ns】 一 > Bp Oij (t) Tarrjt, t= |， 2， 0 NN. (9.2.4) 
i=1 i=1 


i=1 j=1 
作为 理性 的 投资 者 , 一 般 是 相对 风险 规避 型 的 . 应 选择 在 一 定 收益 的 条 件 下 使 
得 投资 风险 最 小 , 即 满足 以 下 几 个 条 件 : 
(1) 设 ri 为 投资 者 心目 中 最 低 的 收益 率 , 如 rs 可 视 为 同期 银行 利率 , 则 组 合 证 
券 投 资 的 预期 收益 应 大 于 或 等 于 在 银行 储蓄 存款 所 获得 的 收益 . 即 


bizit > rm t=1,2,..,N. (9.2.5) 


?一 二 


(2) 第 t 期 投资 到 ” 种 证 券 的 资金 总 量 受到 投资 者 拥有 的 资金 的 约束 . 即 


Dzit = me, t=1,2,..…,N. (9.2.6) 


i=1 
(3) 随 着 证 券 法 的 健全 , 现实 证 券 市 场 上 卖 空 操作 不 被 允许 . 即 
Tit 之 0,， i 一 1,2,..…,n, t=1,2,.…,N. , (9.2.7) 


(4) 投资 者 是 风险 规避 的 , 要 求 N 期 时 间 内 组 合 证 券 投 资方 差 达到 最 小 , 则 有 
如 下 上 县 标 函 数 


nn 


mino? = > >, 


n 
Oi (t) Tirjt 。 
t=1 i=1 j=1 
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综合 上 面 四 个 条 件 , 可 提出 如 下 证 券 组 合 投资 的 动态 模型 


N nn nn 
;2 
min o” = > > 》 Oij (tTit jt, 


t=1 i=1 j=1 


n 
Dj zi = ms,t = 1,2,.….,N, 
i=1 


st, Dbitrit 2 remat = 1,2,...,N, (9.2.8) 


“一 1 


zit 0 一 1 2 一 1 2 V. 


若 令 Xt 一 (Zlt) T2t, .Znt) 工 ， 下 一 (XI, XI,- ” .天 大 )T， Vi 一 (0ij(t))nxn, 


般 假定 Vi 为 n 阶 正定 阵 . 了 为 元 素 1 构成 的 n 维 列 向 量 , 即 工 = (1,1,…,1)7， 


Bo = (rimi,r2m2, ,rNMN)T, Bs = (b1, bo ,bnt)T, t = 1,2,..,N, M = 
(mi,rm2,…,mn)". 再 令 
IT 
了 
. B= 四 ? 


NxNn NJNxNn 


V 
7 NnxNn 


其 中 4,B 分 别 为 N x Nn 的 分 块 对 角 阵 ,V 为 Nn x Nn 的 分 块 对 角 阵 . 蕊 为 Nn 
维 列 向 量 , 即 为 证 券 组 合 投资 的 权 向 量 . 则 上 述 模 型 (9.2.1) 可 表 为 如 下 矩阵 形式 


mino? = XTVX, 
AX=M, 

st BX > Bo, 
六 二 0. 


(9.2.9) 


模型 (9.2.9) 是 一 个 凸 二 次 规划 问题 , Kuhn-Tucker 条 件 是 该 问题 最 优点 存在 
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的 充 要 条 件 , 其 Kuhn-Tucker 条 件 可 表 为 


2VX -4I4-BTIU -YY=0， 

AX=M, 

BX-Bo-Z2Z=0, (9.2.10) 
YIX =0,UTZ = 0， 

Xz>0,Y>0,22>0,U>0, 


其 中 4 = (A1, 和 2,… ,和 AN)! 是 与 模型 (9.2.9) 约束 条 件 中 第 一 式 相 对 应 的 Langrange 
乘 子 向 量 , Y 是 与 模型 (9.2.9) 约束 条 件 中 第 二 式 相 对 应 的 Kuhn-Tucker 乘 子 向 量 ， 
Y 为 Nn 维 列 向 量 , U 是 与 模型 (9.2.9) 约束 条 件 中 第 三 式 相 对 应 的 Kuhn-Tucker 
乘 子 向 量 , U 为 N 维 列 向 量 , 2 是 与 模型 (9.2.9) 约束 条 件 中 第 二 式 相 对 应 的 松弛 
变量 组 成 的 六 维 列 向 量 . 为 求 满足 上 述 Kuhn-Tucker 条 件 的 解 , 可 考虑 如 下 线性 
规划 问题 
min J = ehW, 
2VX-ATA- BIU-Y=0, 
AX+W=M, 
st.4$ BX-Bo-Z=0, 
YiX=0,UTZ=0, 
X20,Y>0,220,U>0,W >0, 


(9.2.11) 


其 中 四 二 (D4…, DPw, W 为 人 工 变量 组 成 的 _N 维 列 向 量 , 若 能 求 出 模型 
(9.2.11) 的 最 优 解 , 且 最 优 值 7 为 0, 则 模型 (9.2.11) 最 优 解 中 部 分 向 量 瑟 * 即 
为 模型 (9.2.9) 的 最 优 解 . 


9.2.2 以 绝对 离 差 作为 风险 度量 指标 的 组 合 证 券 投 资 动态 模型 上 


若 以 方差 作为 风险 度量 指标 , 我 们 必须 计算 N 期 协 方差 矩阵 了 , 当 和 N 较 
大 时 , 实际 计算 VV 时 较为 繁琐 , 为 此 可 考虑 以 绝对 离 差 作为 风险 度量 指标 . 设 .J( 已 ) 
表示 NN 期 组 合 证 券 投资 的 绝对 离 差 , 则 7( 苹 ) 可 表 为 


N 


J(X)= > 


t 一 1 


n 


， (9.2.12) 


(Bit — Bi)zit 
1 


?一 


N 
其 中 fs 为 第 种 证 券 第 t 其 单位 投资 额 收益 的 观察 什 , 下 = 让 》 Pi. 
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类 似 地 , 可 建立 以 绝对 离 差 作为 风险 的 组 合 证 券 投 资 动 态 模 型 
N n 
min J(X) = >》 > (Bi — Bi)zit| ， 
t=1 |i=1 . 
DDE = mz,t 一 1,2,..., NN, 
St Birit 之 Tmt = 1,2,...,N, (9.2.13) 
i=1l 
Zit 之 0,7=1,2,.…,n,t=1,2,..…,N. 
为 求解 模型 (9.2.13) , 令 
(Bi 一 启 )xit， 当 (Bi — Bi)zit > 0. 
wilt)= 4 一: 款 1 (9.2.14) 
0， 当 》 (Bi — Fi)zit < 0, 
记 1 
一 > (6z -局 )za， 当 (Bi — Bi)zris < 0, 
wa(t) = 和 和 诗 1 (9.2.15) 
0， 当 >》 (05 — Bi)zis > 0. 


则 
》 (Bi — Bi)zi 


i=1 


= wi(t) + w2(t), 


i=1 


>》 (Bi 一 万)zit = wi(t) + wotlt). 


i=1 


模型 (9.2.13) 可 通过 如 下 线性 规划 模型 来 求解 


-VY fw 人 十 ta (人 |]， 


t=1 


min J(z 


nn 


SO (Bi — Bzit — wilt) + walt) = 0,t= 1,2,..,N, 


?一 1 
n 


Dri = mzt,t = 1,2,.…,N, 


n 
Birit 之 Timzt,t 一 1,2, 本 


?二 1 


Xit 之 0, wi(t) 之 0, wa 人 之 0,2 一 1,2,.. 


(9.2.16) 


,Mt = 1,2,...,N. 


模型 (9.2.16) 的 求解 可 以 利用 现成 的 线性 规划 软件 . 
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9.3 ”证券 组 合 投资 的 多 目标 区 间 数 线性 规划 模型 


许多 国内 外 学 者 依据 这 些 理论 对 证 券 组 合 投资 进行 了 深入 研究 , 采用 不 同 的 方 
法 得 出 一 系列 的 研究 成 果 . 然而 , 目前 绝 大 多 数 证 券 组 合 投资 模型 是 针对 投资 收益 
率 和 风险 均 为 精确 数 的 情形 进行 的 研究 . 实际 上 证 券 市 场 不 确定 性 的 信息 使 得 组 
合 投资 的 收益 是 一 个 动态 波动 值 819. 因此 , 针对 投资 收益 率 和 风险 均 为 区 间 数 的 
组 合 投资 模型 的 研究 更 具有 实际 意义 ， 

有 关 区 间 数 线性 规划 问题 是 国内 外 学 者 研究 的 热点 问题 之 一 上 0~123, 并 且 对 
其 求解 方法 提出 了 许多 行 之 有 效 的 方法 023,129. 文献 [119] 提出 了 一 种 区 间 数 的 组 
合 投 资 模 型 , 在 此 基础 上 , 本 节 建 立 了 证 券 组 合 投资 的 多 目标 区 间 数 线性 规划 模型 ， 
通过 引入 收益 -风险 偏好 参数 和 优化 水 平 参数 , 讨论 了 多 目标 区 间 数 线性 规划 模型 
的 有 效 解 , 最 后 进行 了 实例 分 析 ， 
9.3.1 证 券 组合 投 资 的 多 目标 区 间 数 线性 规划 模型 的 建立 [129 


若 投 资 者 选择 n 种 风险 证 券 进行 组 合 投资 , 设 区 间 数 rit = [rr] 表示 第 i 种 
证 券 5; 在 持 有 期 t 内 投资 收益 的 范围 . 证 券 组 合 投资 的 风险 用 风险 损失 率 来 度量 ， 
风险 损失 率 是 指 一 个 投资 周期 内 资产 在 发 生 风 险 时 可 能 的 损失 在 总 投资 中 所 占 的 
百分比 09. 设 区 间 数 oz = [qx, 5] 表示 第 i 种 证 券 5; 在 持 有 期 t 内 风险 损失 率 
的 范围 , zx 表示 投资 者 在 持 有 期 t 内 第 i 种 证 券 5; 的 投资 比例 . 

在 证 券 组 合 投资 中 , 投资 者 最 美好 的 愿望 就 是 追求 组 合 投资 收益 最 大 化 和 组 合 
投资 风险 最 小 化 . 于 是 有 模型 


nn 
. max 》 rizit, 
| i=l1 a 
Dxit = 1,zi > 0， 
st. 4 人 (9.3.1) 


i=1,2,,n,t= 1,2,.…,m 


和 模型 
nn 
min 》、 Git Tit. 
这 1 
nn 


dri = 1, Xit 之 0, 
gt. (9.3.2) 


i=1 
i = 1,2,. ,Nn, t= 1,2,.,m. 


模型 (9.3.1) 表明 投资 者 只 关心 投资 收益 , 只 要 投资 收益 最 大 而 不 管 风 险 如何 . 
该 投资 者 属于 极度 风险 偏好 型 . 模型 (9.3.2) 表明 投资 者 只 关心 投资 风险 , 只 要 投 
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资 风险 最 小 而 不 管 收益 如 何 , 该 投资 者 属于 极度 风险 厌恶 型 . 这 是 两 种 理想 状态 但 
不 切合 实际 . 因为 模型 (9.3.1) 和 模型 (9.3.2) 的 约束 条 件 相 同 , 所 以 把 它们 看 成 两 
目标 的 区 间 数 线性 规划 模型 


也 
max R(x:) = 》、 Tit Tit, 


i=l 


ne 
max Q(zt) 一 一 > Qit Tit, 


i—=1 


nn 
Dza = 1, xit > 0, 
8S.t. | (9.3.3) 


i=1 
i= 1,2,. ,nt = 1,2,. ,Mm. 


9.3.2 ”证券 组 合 投资 的 多 目标 区 间 数 线性 规划 模型 的 求解 (29 


常用 区 间 数 的 加 法 , 减法 和 数 乘 运算 规则 上 5 如 下 : 
设 A= la-,at],B 一 [5 , 6+], 则 


A+B=[a +b ,at +bt], A~-B=[a -0+,at ~— 6b], 


ka-,kat], k>0, 
kA = 
~ lkat,ka-], k<0. 


通过 引入 参数 a(0 < a < 1) 将 模型 (9.3.3) 转化 为 单 目标 区 间 数 线性 规划 模型 


nn nn 
max Z(zt) = OD rarit —(1— a) >》 gra, 


2%=1 i=l] 


n 
Tit = 1, Tit 之 0, 
s.t. 2 (9.3.4) 
2=1,2,.…,n,t= 1,2,...,m, 


这 里 , 当 a = 0 时 , max 2(zt) = 一 > gitzit, 即 min 2Z'(zt) = 》 gitzit, 表明 投资 者 


?一 1 ?一 工 
只 关心 风险 ; 当 a=1 时 ， max Z(zt) 一 ratZat 表明 投资 者 只 关心 收益 . 于 是 ， 我 
i=l 
们 称 a 为 风险 偏好 参数 , 它 的 大 小 反映 投资 者 对 投资 收益 和 投资 风险 的 一 种 权衡 . 
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因此 , 将 模型 (9.3.4) 中 的 目标 函数 整理 如 下 : 


n 
max Z(z) = ay》， ritzit — (1 — a) Git Tit 
2=1 1 


?一 


入 


n 
= alra, rs]zi — (1 — o)lan, Ot] 


?一 1 ?一 1 


Nn 
一 >》 [or — (1 — a)q,art — (1 — oa)g,]zi. 


令 cit = [ci; 中] = [ari 一 (1 一 Q)9，Q7 直 一 (1 一 Q)gal, 则 有 模型 (9.3.4) 化 为 


max Z(zz) = > CitTit, 


i=1 


DE 一 1, zit 之 0， 
s.t. (9.3.5) 


i=1 


i=1,2,.…,n,t= 1,2,.…,m. 


此 模型 为 目标 函数 为 区 间 数 的 线性 规划 模型 . 通过 引入 目标 函数 优化 水 平 参数 6(0 < 
B < 1), B 反映 了 投资 者 对 金融 市 场 的 客观 情况 的 乐观 估计 程度 , 8 越 靠 近 1 体现 
投资 者 越 乐观 , 模型 (9.3.5) 可 化 为 一 般 参 数 线性 规划 模型 


max Z(t) = >》 ， [Bc# 十 (一 D)cz]za 


* 一 工 


= > {lort — (1 ~ a)ga]+ (1— Plori 一 (一 o 轴 za 


i=1 


nn 

Ti = 1,%: 之 0， 

s.t. 部 由 (9.3.6) 
$= 1,2,.…,n,t= 1,2,.……,m. 


此 模型 利用 一 般 参数 线性 规划 方法 求 出 最 优 解 rt(a, 了) = (zt(a, 6), x2t(a,B),……， 
znt(Q, PB)), 它 是 证 券 组 合 投资 的 一 种 有 效 方案 . 投资 者 可 根据 自己 对 投资 风险 的 偏 
好 程度 以 及 金融 市 场 的 客观 情况 , 适当 的 估计 参数 a 和 6, 可 使 投资 者 的 投资 收益 
较 大 而 投资 风险 较 小 . 


9.3.3 ”证券 组 合 投 资 的 多 目标 区 间 数 线性 规划 模型 的 实例 分 析 !!29 


这 里 引用 文献 [119] 的 数据 , 2000 年 1~6 月 份 齐 鲁 石 化 、 东 北 高 速 、 武钢 股 份 
和 东风 汽车 4 种 证 券 的 收益 和 风险 损失 率 范围 整理 成 表 9.3.1. 


9.3 证券 组 合 投资 的 多 目标 区 间 数 线性 规划 模型 - 219- 


表 9.3.1 持 有 期 内 4 种 风险 证 券 收 益 和 风险 损失 率 区 间 变 化 值 


证 券 名 称 齐鲁 石化 东北 高 速 武钢 股份 东风 汽车 
收益 波动 [--0.0138， 0.1343] [一 0.0258， 0.2767] [0.0339，0.1136] [一 0.034， 0.0867] 
风险 损失 率 [0.023， 0.034] [0.015， 0.026] [0.011， 0.018] [0.013， 0.023] 


依据 表 9.3.1 数据 建立 证 券 组 合 投资 的 多 目标 区 间 数 线性 规划 模型 


max R(x:) 一 [一 0.0138, 0.1343]zlt 十 [一 0.0258, 0.2767]z2: 
十 [0.0339, 0.1136]zat 十 [一 0.034, 0.0867]zat， 


min@f(zt) =[0.023, 0.034]z1: + [0.015, 0.026jz2t 
+ [0.011, 0.018]zat + [0.013, 0.022]z4t, 


st | 21 + Wot + Tat + Yat = 1, 


1 (9.3.7) 
zit > 0,¢ = 1,2,3,4. 


通过 引入 风险 偏好 系数 a 和 目标 函数 优化 水 平 参数 8, 将 (9.3.7) 转化 为 (9.3.8) 得 


max2G(zrz) ={6[0.1343a — 0.023(1 — a)] + (1 ~ 6){—0.01380 — 0.034(1 — oa)]}z1e 
+{600.2767a — 0.015(1 ~ o)] + (1 — P)[~—0.0258a — 0.026(1 — a)]}z2t 
+ {8[0.11360 — 0.011(1 — oa)] + (1 ~ 8)[—0.0390 — 0.018(1 — a)]}zar 
十 {610.0867a — 0.013(1 — a)] + (1 ~ 8)[—0.0347a — 0.022(1 — oa)]}za, 


st T1t 十 Zat 十 23t 十 24t = 1, 
| zi > 0,¢ = 1,2,3,4. 


表 9.3.2 ”4 种 风险 证 券 的 投资 份额 

a 0 0 0 0.3 0,3 0.3 0.5 

B 0 0.5 1 0 0.5 1 0 
投资 比例 (0,0,1,0) (0,0,10) (0.0,1.0) (0,0,1,0) (0,1,0,0) (0,1.0.0) (0,0,1,0) 
目标 函数 ”一 0.018 一 0.0145 一 0.011 一 0.0009 0.0233 0.0725 0.008 

oa 0.5 0.5 0.7 0.7 0.7 1 1 1 

B 0.5 1 0.3 0.7 1 0 0.5 1 
投资 比例 (0,1,0,0) (0,1,0,0) (0,1,0,0) (0,1,0,0) (0,1,0,0) (0,0,1,0) (0,1,0,0) (0,1,0,0) 
目标 函数 ”0.0525 0.1308 0.0387 0.1247 0.1892 0.0339 0.1255 0.2767 


由 表 9.3.2 可 以 看 出 , 收益 与 风险 的 权衡 最 大 值 分 别 是 a 和 6 的 增 函 数 . a 越 
大 , 6 越 大 , 则 目标 函数 值 就 武大 ; 反之 , a 越 小 , 8 越 小 , 则 目标 函数 值 就 越 小 . 

本 节 通 过 引入 投资 者 对 投资 收益 和 投资 风险 关心 程度 参数 a, 将 证 券 组 合 投资 
的 多 目标 区 间 数 线性 规划 模型 转化 为 单 目 标 区 间 数 线性 规划 模型 , 然后 通过 引入 优 
化 水 平 参数 8, 将 目标 函数 为 区 间 数 的 区 间 数 线性 规划 模型 转化 为 一 般 的 参数 线性 
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规划 模型 来 求解 . 投资 者 可 以 根据 对 收益 风险 的 关心 程度 和 对 风险 的 喜好 程度 以 
及 金融 市 场 的 客观 情况 , 适当 估计 参数 a 和 8, 从 而 得 到 相应 情况 下 的 有 效 投资 方 
案 , 使 投资 过 程 更 具 和 柔性 , 而 且 更 接近 于 实际 情况 ， 


9.4 剩余 劳动 力 配置 的 结构 模型 研究 


世界 上 发 展 中 国家 一 般 具 有 如 下 两 个 基本 特征 : 一 是 人 口 众多 , 劳动 力 利用 不 
充分 , 这 是 人 均 收入 较 低 、 劳 动 生产 率 低下 的 一 个 原因 ; 二 是 经 济 结构 具有 二 元 性 ， 
即 具有 传统 的 农业 生产 , 同时 具有 现代 化 的 工业 大 生产 . 我 国 是 一 个 典型 的 发 展 中 
国家 , 人 口 资源 最 多 , 人 力 资 源 极为 丰富 . 据 有 关 部 门 统计 , 目前 我 国 城乡 剩余 劳动 
力 约 1.5 亿 人 . 因此 , 如 何 合理 适度 地 转移 一 部 分 剩余 劳动 力 , 对 改变 我 国 二 元 经 济 
结构 , 缩小 城乡 差别 , 实现 农村 现代 化 , 完成 城市 化 过 程 将 起 到 至 关 重 要 的 作用 . 同 
时 也 是 关系 到 国有 企业 改革 成 败 的 关键 . 本 节 利 用 证 券 组 合 投资 的 理论 , 采用 剩余 
劳动 力 转移 的 收益 率 的 均值 和 方差 作为 镜 余 劳动 力 转移 的 两 个 评价 指标 , 建立 了 多 
目标 规划 模型 ， 


9.4.1 剩余 劳动 力 转移 结构 的 合理 性 分 析 027 


剩余 劳动 力 的 合理 有 序 流动 对 国民 经 济 的 发 展 起 着 重要 的 积极 作用 . 例如 , 传 
统 的 农业 部 门 劳动 力 非 常 丰富 , 根据 边际 生产 率 递减 的 规律 , 农业 部 门 劳动 生产 率 
较 低 , 甚至 出 现 农业 边际 生产 率 为 零 的 现象 . 因此 , 劳动 力 从 生产 率 较 低 的 农业 部 
门 向 第 二 产业 或 第 三 产业 转移 , 不 仅 能 提高 农业 部 门 劳 动 生产 率 , 还 有 利于 提高 其 
他 产业 部 门 劳动 生产 率 , 但 是 剩余 劳动 力 的 转移 存在 一 个 合理 的 规模 和 结构 问题 ， 

所 请 的 规模 问题 是 指 剩余 劳动 力 向 各 个 产业 部 门 的 转移 的 总 量 必须 与 其 对 剩 
余 劳 动力 的 需求 量 相 一 致 . 目前 我 国 剩余 劳动 力 转 移 属 于 绝对 剩余 劳动 力 的 转移 
的 阶段 . 因为 从 某 个 时 点 上 观察 , 剩余 劳动 力 的 供给 量 is 与 各 产业 部 门 追 加 劳动 力 
时 对 剩余 劳动 力 的 需求 量 /a 不一致 , 表现 为 js。 > la, 根据 非 均衡 条 件 下 的 短 边 法 则 ， 
合理 的 剩余 劳动 力 转移 的 规模 1* 应 为 


位 一 min(ls, la) 一 la. (9.4.1) 


除了 合理 的 转移 规模 以 外 , 剩余 劳动 力 的 转移 还 存在 一 个 合理 的 结构 问题 . 所 
谓 的 结构 问题 是 指 剩余 劳动 力 转移 在 地 区 结构 和 产业 结构 等 方面 的 平衡 关系 .地 
区 结构 的 平衡 关系 并 不 要 求 剩 余 劳 动力 转移 在 全 国 范围 内 是 均匀 的 . 因为 各 地 区 
剩余 劳动 力 的 密度 不 同 , 我 们 应 根据 各 地 区 对 剩余 劳动 力 的 需求 情况 来 确定 剩余 劳 
动力 的 合理 有 序 的 流动 . 产业 结构 的 平衡 关系 要 求 剩 余 劳 动力 转移 应 符合 国家 的 
产业 政策 . 这 就 是 说 剩余 劳动 力 的 转移 方向 必须 符合 国家 的 产业 政策 , 要 与 各 产业 
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部 门 内 部 结构 比例 相 协 调 . 从 而 有 利于 提高 国民 经 济 的 运行 效果 , 促进 国民 经 济 朝 
着 良性 方向 循环 ， 而 调整 产业 结构 主要 通过 调整 投资 结构 来 实现 的 . 一 般 地 说 , 第 
i 个 产业 部 门 投资 规模 越 大 , 则 对 剩余 劳动 力 吸 纳 能 力 越 强 , 用 函数 可 表 为 

lai = fi(fi), (9.4.2) 
其 中 (EE) > 0, jh) < 0, 记 为 非 线 性 函数 , 表示 第 i 个 产业 部 门 投 资 总 额 , las 
表示 对 剩余 劳动 力 需 求 量 . 但 lai 与 1 的 函数 关系 一 般 不 是 线性 的 . 这 是 由 于 随 着 
科学 技术 进步 , 资本 有 机 构成 的 提高 , 单位 投资 所 吸收 剩余 劳动 力 的 数量 有 所 下 降 . 


从 理论 上 存在 与 产业 结构 相 一 致 的 最 优 投 资 结构 , 此 时 各 产业 部 门 所 需 的 剩余 劳动 
力 的 结构 被 唯一 确定 . 


9.4.2 剩余 劳动 力 转移 结构 的 多 目标 规划 模型 027] 
假设 社会 上 存在 ? 个 产业 部 门 . 每 个 剩余 劳动 力 对 各 个 产业 部 门 的 收益 可 用 
其 劳动 生产 率 来 衡量 , 用 mi 表示 , mi 可 视 为 随机 变量 . 用 MMi; 表示 其 数学 期 望 . 即 
第 i 个 部 门 收益 的 方差 为 
i = E(mi — Ermi)?. (9.4.4) 


则 cz 表示 剩余 劳动 力 投 入 到 第 守 部 门 的 风险 . 
设 4 表示 投入 到 第 i 产业 的 剩余 劳动 力 的 数量 , 则 由 于 剩余 劳动 力 转移 到 m 个 
产业 部 门 给 国民 经 济 带 来 的 总 期 望 收益 为 


M(l1,l2,.…., m= Di (9.4.5) 


剩余 劳动 力 的 转移 给 国民 经 济 带 来 的 总 风险 为 
02(11,12,.…， 由 = 并》 Do (9.4.6) 


i=1 j=1 
其 中 ai = (mi 一 Bmi)(my 一 Bmy), 它 表示 第 i 个 产业 部 门 与 第 7 个 产业 部 门 收 . 
益 的 协 方差 . 
设 五 表示 第 个 产业 部 站 投资 总 客 ， ai 表示 平均 单位 投资 对 剩余 劳动 力 的 吸 
纳 量 . 要 求 剩余 劳动 力 的 转移 满足 于 供需 的 短 边 法 则 . 则 有 


li < Qifi, ?4 一 1， 2， 0 (9.4.7) 
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显然 , 投入 到 第 i 产业 的 剩余 劳动 力 的 数量 满足 非 负 性 , 即 

i207=1,2,.…,n. (9.4.8) 
从 而 可 得 剩余 劳动 力 转移 的 多 目标 优化 模型 


nn 
maxM (l,l, ,1n) = > UM;, 
《一 工 


mina2(1 1 ,ln) = > 》 Hiljoiy, 
\ 


i=1 j=1 


| li < oil, 1 一 1,2,...,n, 
s.t. 


(9.4.9) 
li 之 0, i= 1,2,.…,n. 
记 
五 = (0 nn) M = (Mi,M2,., Mn),, 
V= (Gi )n ， 和 = (aa ,02 , Qnln)!. 
则 模型 (9.4.9) 就 转化 为 矩阵 形式 
max M(L) = ML, 
min o2(L)= L'VTL, 
(9.4.10) 
L<A, 
Ss.t, 
Lz0. 


9.4.3 模型 的 求解 


对 于 上 述 的 剩余 劳动 力 的 转移 的 两 目标 优化 模型 问题 , 可 采用 线性 加 权 和 法 . 
即 对 收益 M(Z) 和 风险 王 ( 工 ) 分 别 给 以 权 系 数 作出 新 的 目标 函数 


U(L)= MAL) -I-ANM(EL)=AMLIVL- (1 -入 MTTL， 


其 中 入 反映 了 决策 者 对 剩余 劳动 力 转 移 到 n 个 产业 部 门 给 国民 经 济 带 来 的 总 收益 
和 风险 的 相对 偏好 参数 . 入 & [0, 4, 入 = 1 表示 极端 厌恶 风险 , 和 = 0 表示 极端 无 视 
风险 . 则 多 目标 优化 模型 (9.4.10) 就 转化 为 单 目标 优化 模型 


minU(L)= ML'VL- (1- NMTL, 


L<A4 
s.t. (9.4.11) 
L>0. 
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显然 , 上 述 模型 为 一 个 凸 二 次 规划 问题 . 由 非 线性 规划 理论 知 , Kuhn-Tucker 条 
件 不 仅 是 极 值 点 存在 的 必要 条 件 , 而 且 也 是 极 值 点 存在 的 充分 条 件 ， 利用 Kuhn- 
Tucker 条 件 可 将 其 表示 为 如 下 线性 规划 问题 求解 . 则 模型 (9.4.11) 的 最 优 解 (地, 
请, 必 )7 表示 璋 余 劳 动力 对 各 个 产业 部 门 的 最 佳 配置 量 . 

目前 , 几乎 所 有 的 经 济 学 家 均 意 识 到 , 决定 一 国 经 济 发 展 的 不 仅仅 是 物质 技术 ， 
更 为 重要 的 是 人 力 资源 . 在 分 析 剩 余 劳动 力 转移 的 合理 性 之 后 , 把 剩余 劳动 力 转移 
到 各 个 产业 部 门 作为 人 力 资 本 投资 , 类 似 于 物质 资本 投资 , 也 存在 收益 和 风险 的 问 
题 . 本 节 建 立 多 目标 优化 模型 , 上 骨 在 提高 剩余 劳动 力 转移 的 效率 ， 
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10.1 组 合 判 断 矩 阵 的 相 容 性 与 一 致 性 关系 


层次 分 析 法 (AHP)028,129 是 一 种 重要 的 多 属性 决策 方法 , 已 在 社会 经 济 各 个 
领域 都 有 广泛 的 应 用 Fo~183 . 层次 分 析 法 的 关键 步骤 是 由 专家 给 出 某 一 准则 下 的 
两 两 比较 的 互 反 判断 矩阵 , 由 此 按 着 某 种 方法 推导 出 排序 权 向 量 . 由 于 客观 事物 的 
复杂 性 , 一 些 大 型 的 决策 问题 需要 多 名 专家 参与 , 以 提高 决策 的 科学 性 . 因此 有 必 
要 研究 组 合 判 断 和 矩阵 的 相 容 性 和 一 致 性 问题 . 

文献 [133] 研究 了 加 权 几 何平 均 组 合 判 断 和 矩阵 的 一 致 性 及 特征 值 问题 , 给 出 了 
群 组 判断 中 每 个 判断 矩阵 与 其 相应 的 加 权 几 何平 均 组 合 判 断 和 矩阵 之 间 的 一 致 性 关 
系 、 最 大 特征 值 关 系 不 等 式 等 . 文献 [134 给 出 了 衡量 互 反 判断 矩阵 相 容 性 的 一 个 
指标 和 相 容 性 的 判别 准则 , 这 为 群 组 决策 的 进一步 研究 提供 了 基础 . 但 是 上 述 两 个 
文献 的 研究 尚 存在 一 些 不 足 : 一 是 文献 [133] 只 研究 了 组 合 判断 和 矩阵 的 一 致 性 , 而 一 
致 性 和 相 容 性 是 既 存 在 区 别 又 存在 联系 的 两 个 概念 ; 二 是 文献 [134] 只 研究 了 单个 
判断 矩阵 与 其 特征 矩阵 的 相 容 性 , 包括 简单 几何 平均 组 合 排序 向 量 所 构成 的 特征 算 
阵 在 对 数 相 容 性 意义 下 与 群 组 判断 中 单个 判断 矩阵 相 容 性 . 文献 [134| 没有 考虑 加 
权 几 何平 均 排序 向 量 所 构成 的 特征 矩阵 与 组 合 判 断 矩 阵 的 情形 . 本 节 在 文献 [L33， 
134 的 基础 上 , 研究 加 权 几 何平 均 组 合 判 断 矩 阵 的 相 容 性 以 及 相 容 性 和 一 致 性 的 关 
系 , 在 满意 相 容 性 这 个 较 弱 的 条 件 下 获得 了 加 权 儿 何平 均 组 合 排序 向 量 所 构成 的 特 
征 和 矩阵 与 组 合 判 断 和 矩阵 相 容 性 的 一 些 有 益 的 结果 . 这 些 结果 为 在 群 组 决策 中 进 一 
步 使 用 加 权 几 何平 均 排序 向 量 法 提供 理论 依据 . 

10.1.1 基本 概念 [139] 

为 方便 起 见 , 记 MR: 为 所 有 的 n 阶 正 互 反 判断 矩阵 所 构成 的 集合 . 记 N = 
{1,2,…,N}. 矩阵 4= (ajj)nxn 是 7 阶 正 互 反 判断 矩阵 , 即 4 满 足 ai; > 0, aii = 1， 
Qi = 二 1/Qy vi jE N,i 关 jj 若 Vi, jk CEN, 有 aipari 二 0i; 成 并 , 则 称 4 = 
(Qij jnxn 为 完全 一 致 性 正 互 反 判断 矩阵 . 

定义 10.1.1 设 和 A4= (aij)nxn €E Mert, 2 = (wi,w2,"… ,wn)! 是 4 的 最 大 特征 
值 wax 所 对 应 的 非 负 归 一 化 的 特征 向 量 , > wi = 1, wi > 0, ieE NN, 令 

?一 工 


is = wi/Wj, Vi,7 EN. 
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则 称 ” 阶 和 矩阵 环 = (wijy) nxn 为 4 所 对 应 的 特征 矩阵 . 

定义 10.1.2 设 4= (@ij)nxn € Met, B = (bij)jnxn € MR+, 着 有 Qi; = bij, 
Vi, j EN. 则 称 4 和 BB 为 完全 相 容 的 . 

定义 10.1.2 表明 , 只 有 当 两 个 正 互 反 判断 矩阵 相等 时 , 它们 才 完 全 相 容 . 

定义 10.1.3(129 设 A= (aij)nxn € Mea+, B= (bij)jnxn € Met ; 令 


Cij 一 Qij0ij, Vi,7 EN. 


则 称 C = (eij)wxn 为 4 和 B 的 Hadamard 乘积 , 记 为 C= AoB. 
定义 10.1.4[13 设 入 = (ai jnxn € MR+,， B= (bij )nxn 所 MR+, 令 


C0(A,B) = eT (4 o BT) e， SI(A,B)= —0(4,B), 


则 称 C(4, B) 为 4 和 B 的 相 容 度 , SI(A, B) 为 4 和 和 B 的 相 容 性 指标 , 其 中 e = (1 

,1)T. 

定义 10.1.51133] 设 4 = (ai)nxn E MR+, 定义 A” = (a%)nxn, 其 中 a 为 任 
意 实数 . | 

定义 10.1.6 设 Ak = (al))nxn E M+, k= 1,2,…,m. 设 2(p) = (w 
ww … wk)T 为 A4 的 最 大 特征 值 所 对 应 的 特征 向 量 , 令 


A=A' oAYo0...0A", (10.1.1) 
CT Ce2 am 
2= ,0°00 ,0 00 (10.1.2) 


则 称 A 一 (Gi ) xn 为 Al, 42>， ,Anm 的 加 权 几 何平 均 的 组 合 判 断 矩 阵 ， 称 人 2 一 
4 表示 对 于 某 个 决策 问题 第 个 专家 给 出 的 正 互 反 判断 矩阵 , al az，…，,am 分 别 
是 m 个 专家 的 权重 ， 满足 >》 va 一 1, Qk > 0， k= 1,2,…. ,mm, 显然 ， Qk 越 大 表示 第 
k=1 

个 专家 更 权威 . 

定义 10.1.7 设 人 = (到 Wn) 了 为 20) 和 2),… ,2(m) 的 加 权 几 何平 
均 的 组 合 权 重 向 量 , 令 

Qi = wi/ Vi,j EN. 


则 称 m” 阶 矩阵 GT = (9,,), 为 页 所 构成 的 特征 矩阵 . 
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10.1.2 组 合 判 断 矩 阵 的 相 容 性 与 一 致 性 的 主要 结果 [9 


引 理 10.1.10129 4 = (@ij)nxn e MR+, 和 是 完全 一 致 性 互 反 判断 矩阵 的 充分 
必要 条 件 是 4 存在 唯一 的 满足 归 一 化 条 件 的 属于 最 大 特征 值 和 wax = n 对 应 的 特征 
向 量 12 一 (wa,w2， 7 , Wn) 即 


An=ngn, aij = wifw;, Vi,j €N. 


引 理 10.1.213 设 4 = (aij)nxn E MR+, 4 与 其 特征 矩阵 W = (wij)nxn 完 
全 相 容 的 充分 必要 条 件 是 4 为 完全 一 致 性 矩阵 . 

定理 10.1.1 若 每 个 判断 矩阵 A1, A2,… ,Am 均 是 完全 一 致 性 判断 矩阵 , 则 
加 权 几 何平 均 的 组 合 判断 矩阵 未 与 其 特征 抢 阵 完全 相 容 ， 

证 明 设 86) = (oo 名, 由 ,wo 多 ) 半 为 4x 的 最 大 特征 值 所 对 应 的 权重 向 量 ， 
若 A1, 42,… ,Ahn 均 是 完全 一 致 性 矩阵 , 由 引 理 10.1.1 知 


af 一 的 /at ， Vi,jEN, k=1,2,...,m. (10.1.3) 
由 式 (10.1.1) 得 
-TI 多 )“， Vi, 一 12 (10.1.4) 
由 式 (10.1.2) 得 
-I ,Vi = 1,2, (10.1.5) 
天 一 1 
所 以 由 式 (10.1.3),(10.1.5) 得 
(at )er . (ww 多 )oe = (a w 人 or 
a Te -并 
=》 TI )" = y 一 Ta， Vi€N. (10.1.6) 
j=1 k=1 j=1 


式 (10.1.6) 写成 矩阵 的 形式 即 为 AnN 一 ng, 其 中 ， A 一 (Gij jnxn; 2 一 (5 Wo», 0), 
wn)T, 所 以 页 为 过 属于 特征 值 为 n 的 特征 向 量 . 对 好 作 归 一 化 处 理 , 令 2”= 
及 /eT, 其 中 ee 一 (1,1,:…,1)". 显然 有 


A =nn. (10.1.7) 


因为 A1, 42,…, Am 是 互 反 判断 矩阵 , 由 定义 10.1.6 知 , 下 也 是 互 反 判断 矩阵 ,8 
为 项 属于 特征 值 为 ”的 特征 向 量 . 由 引 理 10.1.1 知 A 是 完全 一 致 性 矩阵 . 再 由 引 
理 10.1.2 知 4 与 其 特征 矩阵 完全 相 容 . 证 毕 . 
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定理 10.1.1 表明 , 当 各 个 专家 给 出 的 正 互 反 判断 算 阵 41, 42,… ,Am 均 是 完 
全 一 致 性 矩阵 , 组 合 判断 矩阵 4 才 与 其 特征 矩阵 完全 相 容 . 定理 10.1.1 给 出 了 相 
容 性 和 一 致 性 的 关系 . 1 

一 般 而 言 , 各 个 专家 给 出 的 正 互 反 判 断 窍 阵 41, 42,……,4m 很 难 满足 一 致 性 . 
在 一 致 性 不 满足 的 条 件 下 , 几何 平均 的 组 合 权 重 向 量 有 = (w1, 古 ,… ,Tm)7 的 有 效 
性 如 何 ? 为 此 , 需要 讨论 组 合 判断 矩阵 4 和 2 所 构成 的 特征 矩阵 Gz 的 相 容 性 . 


现 介绍 两 个 引 理 . , 
引 理 10.1.31135] 设 z4>0,ax>0,k=1,2,…,m, 则 有 [ze <》 akzk; 
k=1 一 
当 且 仅 当 21 = za = … = zm 时 等 号 成 立 , 其 中 》 ax = 1， 


k=1 


引 理 10.1.4B39 设 A= (az)nxn E Ma 了 = (wij) nxn 为 4 对 应 的 特征 算 
阵 . 相 容 性 指标 SI(4, W) = Me 之 1, 当 SI(4, W) < ST* 时 , 则 和 矩阵 4 与 W 具有 
满意 的 相 容 性 , 其 中 SI < 0.1 二 RI+ 1, RI 为 AHP 中 随机 一 致 性 指标 , 和 oox 为 A 的 
最 大 特征 值 . 

当 n 不 太 大 时 , 可 取 ST = 1.10 作为 统一 的 临界 值 (34. 

定理 10.1.2 设 Ai, 42,…, A 是 m 个 专家 给 出 的 正 互 反 判断 矩阵 , 组 合 判 
断气 阵 4 和 万 所 构成 的 特征 矩阵 Gz 相 容 度 C(4, G5) 与 各 个 专家 给 出 的 正 互 反 
判断 矩阵 (x) 分 别 与 其 特征 矩阵 WW (x) 相 容 度 C(Ak, W(x)) 的 关系 满足 如 下 不 等 
式 

C(A, GH) 入 》 akC(4 Wn), (10.1.8) 


k=1 


其 中 ,a2,…,Qm 分 别 是 m 个 专家 的 权重 ， 次 中 > or =1 ak > 0,k = 1,2,: 
证 明 由 定义 10.1.4、 定义 104.7 和 式 (10.14)、 式 (10.1.5) 得 


C(A,Gn) =e'(Ao Gh)e= > Vag = = 3 TI) (Gi /0) 


i=1 j=1 i=1 j=1 k=1 

-> I (ey /He 
k=1 k=1 

= TN/ (019) 


人 
册 
人 
i 
机 
be 
i 


由 引 理 10.1.3 知 


?2 ™m 

Ek k k)\oF Ek k k 
I (eo po ) "< Parla wp pot™). 
k=1 k=1 
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代入 式 (10.1.9) 得 


nn 


C(A,Gs) < yy Sow(ald wl Jl®) 二 Do [po 


i=1 j=1 k=1 i=1 j=1 


Me 


areT(Ako Wh)e 


be 
ll 
记 


M1: 


QC(Ax,W (x))， 证 毕 . 


Co 
Pn 


定理 10.1.2 表明 , 加 权 几 何平 均 组 合 判 断 矩 阵 站 和 加 权 几 何平 均 组 合 权 向 量 
有 所 构成 的 特征 矩阵 G5 相 容 度 , 不 大 于 各 个 专家 给 出 的 正 互 反 判 断 矩 阵 与 其 特 
征 和 矩阵 相 容 度 的 加 权 算 术 平 均 . 
由 定义 10.1.4 和 定理 10.1.2 即 得 
推论 10.1.1 组 合 判断 气 阵 和 4 和 和 2 所 构成 的 矩阵 Gj 相 容 性 指标 SI(4,G5) 与 各 
个 专家 给 出 的 正 互 反 判断 矩阵 Gy 分 别 与 其 特征 矩阵 W(x) 相 容 性 指标 SI(Ak,W 6)) 
满足 如 下 不 等 式 本 
SI(A, Gn) 和》 axrSI(Ax, Wn)). (10.1.10) 
- k=1 
由 引 理 10.1.4 和 推论 10.1.1 易 得 
推论 10.1.2 若 SICAk, Wr)) < SIT,k=1,2,.…,m, 则 SI(A, Gy) < SI. 
推论 10.1.2 指出 , 当 各 个 专家 给 出 的 正 互 反 判断 矩阵 4 分 别 与 其 特征 矩阵 
W(x) 具有 满意 的 相 容 性 时 , 组 合 判断 矩阵 4 和 8 所 构成 的 特征 和 矩阵 G7 也 具有 
满意 的 相 容 性 , 从 而 表明 加 权 几 何平 均 的 组 合 权 重 向 量具 有 一 定 的 有 效 性 , 这 为 群 
组 决策 中 利用 该 法 提供 了 理论 依据 . 
引 理 10.1.5829 设 和 ,A2,…,Am 是 mn 个 专家 给 出 的 正 互 反 判断 窍 阵 , 和 的、 


为 4(4) 的 最 大 特征 值 ,k 一 1,2,…,m, 和 为 组 合 判断 矩阵 ， Qk> 0， /一 1， 2，- 7 yo- 
k= 
1, Amax 为 4 的 最 大 特征 值 , 则 有 


mm 


和 Amax < > ak 的。 (10.1.11) 
k=1 


定理 10.1.3 组 合 判断 矩阵 4 和 其 特征 矩阵 丙 的 相 容 性 指标 SI(A, 页) 与 各 个 


专家 给 出 的 正 互 反 判断 矩阵 4 分 别 与 其 特征 矩阵 W (x) 相 容 性 指标 SI(Ax, W (x)) 
的 关系 满足 


SI(A, W) < > anSI(Ar, Wn). (10.1.12) 
无 一 工 
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证 明 由 引 理 10.1.4 知 


二 WF Nmax A 
SI(A, W) 一 一 SI(Ax, W x,)) 一 六 k= 1,2,: ,mm. 


将 其 代入 到 式 (10.1.11) 即 得 式 (10.1.12) . 证 毕 . 

推论 10.1.3 车 SI(Ax, Wn) ST,k=1,2,.…,m, 则 SI(A,WW) < ST*. 

推论 10.1.3 表明 , 当 和 名 个 专家 给 出 的 正 互 反 判断 和 矩阵 4 分 别 与 其 特征 矩阵 
W(x) 具有 满意 的 相 容 性 时 , 则 组 合 判断 矩阵 4 与 其 特征 矩阵 琵 也 具有 满意 的 相 
容 性 . 


10.1.3 ”应 用 举例 分 析 [139 


下 面 以 文献 [133] 中 的 数据 来 验证 本 节 给 出 的 结果 . 设 有 某 个 决策 问题 , 有 三 
位 专家 参与 决策 , 分 别 给 出 了 三 个 判断 矩阵 


1 2 4 1 3 5 1 4 5 
Ai=|1/2 1 3|, A42=|1/3 1 2|, As3=|1/4 1 3 

1/4 1/3 1 1/5 1/2 1 1/5 1/3 1 
利用 特征 根 法 求 得 相应 的 权重 为 


120) = (0.5584, 0.3196, 0.1220)", 
0062) = (0.6483, 0.2297, 0.1220)", 
12(3) = (0.6738, 0.2255, 0.1007)7. 


不 妨 取 3 个 专家 的 权重 相等 , 即 oa = aa = as = 1/3, 则 加 权 几 何平 均 组 合 判 断 拓 
阵 为 
1.0000 2.8845 4.6416 
A=Al?oAlso A = | 0.3467 1.0000 2.6207 | ， 
0.2154 0.3816 1.0000 


用 最 大 特征 根 法 求 得 4 的 权重 为 
(2* 一 (0.6285 0.2564 0.1151)T. 
加 权 几 何平 均 的 组 合 权重 向 量 


T= Qf 0 0 0 0 =(0.6248 0.2549 0.1144)™. 
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所 以 由 人 6 所 构成 的 特征 矩阵 为 


1.0000 2.4512 5.4615 
Ga= | 0.4080 1.0000 2.2281 
0.1831 0.4488 1.0000 


甩 , A1, 42, hs 分 别 对 应 的 特征 矩阵 为 


1.0000 2.4512 5.4605 1.0000 1.7472 4.5770 
环 = | 0.4080 1.0000 2.2276 | ， Wo = | 0.5723 1.0000 2.6197 
0.1831 0.4489 1.0000 0.2185 0.3817 1.0000 
1.0000 2.8224 5.3139 1.0000 2.8224 5.3139 
We) = | 0.3543 1.0000 1.8828 | ， Ws)= | 0.3543 1.0000 1.8828 
0.1882 0.5311 1.0000 0.1882 0.5311 1.0000 


所 以 相 容 度 和 相 容 性 指标 分 别 为 


C(A,G5) = 9.0795, OC(A,W)=9.0793, OC(A1, Ta) = 9.0549, 
CO(A2, Wo) = 9.0111, C(As, Ws)) = 9.2573, 

SI(A, G5) = 1.0088, SI(A,W)=1.0088, SI(Ai, Wa)) = 1.0061， 
SI(Az, W(2)) = 1.0012, SI(As, Ws)) = 1.0286. 


显然 有 


3 3 
c(h, GH)<3 SN CCA Wy) =9.1078, SICA, Gn) <3 y SI(4uw Wi)=1.0120, 
k=1 k=1 
1 3 1 3 
C(4,W)<3 2 CC W's)=9.1078, SI(A,W)<3 2 SICAx, Wx)) = 1.0120. 
可 见 , 定理 10.1.2 和 定理 10.1.3 的 结论 得 到 了 验证 . 
从 计算 结果 可 以 看 出 ，SI(Ak,W i(k)) < 1.10,k == 1,2,3, 因此 可 以 认为 判断 矩阵 
41, 42, As 与 其 特征 矩阵 具有 满意 相 容 性 , 是 SI(4,W) < 1.10, SI(4, G5) < 1.10， 
所 以 组 合 判断 矩阵 4 与 其 特征 矩阵 以 及 组 合 判断 矩阵 4 与 组 合 权重 构成 的 特征 
矩阵 G5 均 具 有 满意 相 容 性 . 


10.2 ”模糊 判断 矩阵 的 相 容 性 研究 


文献 [134] 针对 互 反 判断 矩阵 给 出 了 衡量 其 相 容 性 的 一 个 指标 , 而 对 模糊 判断 
和 矩阵 相 容 性 的 研究 目前 研究 其 少 , 文献 [137] 试图 给 出 互 反 判断 矩阵 和 模糊 判断 甜 
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阵 相 容 性 的 一 个 通用 指标 , 但 是 , 该 指标 从 类 型 上 实际 和 文献 [134] 均 是 属于 乘积 
型 指标 , 且 显 得 不 够 简洁 . 根据 模糊 判断 矩阵 的 特点 , 本 节 提 出 相 容 性 的 一 个 加 法 
型 指标 , 该 指标 简洁 , 易 计 算 和 理解 , 同时 研究 了 模糊 判断 矩阵 相 容 性 和 一 致 性 的 关 
系 , 这 些 结果 有 助 于 进一步 提高 群 组 决策 的 可 靠 性 和 有 效 性 . 
10.2.1 模糊 判断 矩阵 的 相 容 性 概念 n43 

设 有 某 个 多 属性 决策 问题 , 其 方案 集 表示 为 论 域 9 = {1, 52,…,5n} 记 NN = 
{1,2,…,n}, 二 元 对 比 矩 阵 4 = (aij)wxn 为 方案 直 集 S x S 上 的 一 个 模糊 子 集 , aiy 
表示 方案 5; 优 于 5; 的 程度 . 

定义 10.2.1038] 若 矩 阵 4 = (aij)nxn 满足 如 下 两 个 条 件 


aii = 0.5， Vi GE N, (10.2.1) 
Qij +ans=1, ai 人 0， Vi, jEN,i FS. (10.2.2) 
则 称 4 为 模糊 判断 和 矩阵. 
根据 定义 10.2.1 的 式 (10.2.2) 易 知 
A+AT=E, (10.2.3) 
其 中 马 表 示 元 素 全 为 1 的 n 阶 和 矩阵 , 即 
1 1 
1 1 
Pa 一 站 要 ) 
] 1 1 


式 (10.2.3) 称 为 模糊 判断 矩阵 的 互补 性 . 

实际 上 , 定义 10.2.1 表明 , 若 ai; = 0.5, 则 方案 5; 和 5; 同样 重要 , 若 aij E 
[0，0.5), 则 方案 5; 比 5; 次 重要 , 此 时 oz 越 小 表示 方案 5; 和 5S; 对 比 就 越 不 重要 . 
反之 , 若 ai; E (0.5，1], 则 方案 5; 比 5; 重要, 此 时 ai; 越 大 表示 方案 5; 和 5; 对 比 
就 越 重 要 . 

定义 10.2.2038] 车 模糊 判断 矩阵 和 4=(aij)nwxn 满足 


QikpQkIQji = QijQjkQki, Vi, 六 FE NI 天 了 天 天. (10.2.4) 


则 称 4 为 完全 一 致 性 模糊 判断 矩阵 . 
定义 10.2.3 和 托 阵 4= (ai)nxn 和 B= (bij)nxn 均 为 模糊 判断 矩阵 , 若 有 


ij = bi;, Vi, jEN. 
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则 称 4 和 和 B 为 完全 相 容 的 . 证 毕 . 

定义 10.2.3 表明 , 只 有 当 两 个 模糊 判断 矩阵 相等 时 , 它们 才 完 全 相 容 . 此 时 由 
式 (10.2.3) 得 4 十 BT = 也. 否则 , 车 A4 和 B 不 完全 相 容 , 则 4 + BT 尖 五 , 可 以 把 
A+Br 一 马 作 为 4+ BT 与 B 的 偏差 矩阵 , 用 它 的 所 有 元 素 的 绝对 值 之 和 来 反 
映 4 和 BB 不 相 容 程度 , 取 绝 对 值 的 目的 是 防止 正 负 抵消 , 为 此 引进 如 下 定义 . 

定义 10.2.4 和 窍 阵 A=(ai;)nxn 和 B=(bi;)nxn 均 为 模糊 判断 矩阵 , 则 称 


0(A, B) = yo +bn—1l (10.2.5) 
i=1 j=1 

为 4 和 B 的 相 容 度 ， 

由 定义 10.2.1 和 定义 10.2.4, 不 难 证 明定 理 10.2.1 和 定理 10.2.2. 

定理 10.2.1 模糊 判断 和 矩阵 4 和 B 的 相 容 度 FC(A, BB) > 0, 且 A4 和 B 为 完全 相 
容 的 充 要 条 件 是 FC(A, B)==0 

定理 10.2.2 ”模糊 判断 矩阵 4 和 殖 的 相 容 度 满 足 如 下 人 性质 : 

(1) 自 有 反 性 ， 4 和 4 为 完全 相 容 , 即 FC(A4, 4) = 0. 

(2) 对 称 性 : FC(A4,B) = FC(B, 4). 

(3) 传递 性 : 车 4 和 B 为 完全 相 容 , B 和 CC 为 完全 相 容 , 则 4 和 C 为 完全 相 容 的 . 

定理 10.2.3 模糊 判断 矩阵 4, B, C 的 相 容 度 满足 如 下 三 角 不 等 式 . 


FCO(A,C) < FC(A, B) + FC(B, OC). (10.2.6) 


证 明 由 式 (10.2.5) 得 


FC(A,OC)= > loten -l= Dl + bn 1)+(-b t+ ol. 
i=1 j=1 i=1 j=1 
. (10.2.7) 
因为 刀 为 模糊 判断 矩阵 , 由 式 (10.2.2) 得 


bii = 1 — bij, Vi,j EN. 


将 其 代入 式 (10.2.7) , 所 以 有 


FCOC(A,C)< SS (ou + bi—1|+1bi; + ei —1|) 


i =! 


= Sa +b— 1+ Yb + on 


i=1 7 一 1 i=1 j=1 


= FC(A,B)+ FC(B,O). 
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10.2.2 ”模糊 判断 和 矩阵 的 相 容 性 与 一 致 性 的 关系 [和 1 
车 DD = (dij)axn 是 互 反 判断 矩阵 , 则 可 以 通过 如 下 转换 公式 039 
aij = dij/(l + di;), Vi,j €N, (10.2.8) 


可 得 模糊 判断 窍 阵 4, 称 4 为 互 反 判断 矩阵 DD 所 对 应 的 模糊 判断 和 矩阵. 
车 4=(aij)nxn 是 模糊 判断 矩阵 , 则 可 以 通过 如 下 转换 公式 [139 


ij 二 ai7/(1 一 Qij), Vi,j EN, (10.2.9) 


可 得 互 反 判断 矩阵 D, 称 DD 为 模糊 判断 和 矩阵 4 所 对 应 的 互 反 判断 矩阵 ， 
为 叙述 方便 , 引进 如 下 两 个 引 理 . 
引 理 10.2.1H39] 车 DD 是 完全 一 致 性 互 反 判断 矩阵 , 则 D 所 对 应 的 模糊 判断 

矩阵 4 也 一 定 是 完全 一 致 性 的 ; 反之 , 若 4 是 完全 一 致 性 模糊 判断 矩阵 , 则 4 所 对 应 

的 互 反 判断 矩阵 D 也 一 定 是 完全 一 致 性 的 . | 
引 理 10.2.2029] “万 是 完全 一 致 性 互 反 判断 矩阵 , w = (wi,w2,…,wn)r 是 DD 

固有 权重 向 量 , 则 

dj = Wi/wWi, Vi,j€N. (10.2.10) 
定义 10.2.5 矩阵 和 二 (aij)jnxn 为 模糊 判断 和 矩阵 , ww = (wi1,2w2)… ,wn)T 

是 4 的 权重 向 量 , 其 中 > wii 1,wi 之 0,iE N. 令 

1 一 1 


is = wi/(Wit wi;), YE AN 


则 称 n 阶 和 矩阵 到 = (wij) nxn 为 4 的 特征 矩阵 . 

定理 10.2.4 模糊 判断 矩阵 4 与 其 特征 矩阵 W = (wij),、， 完全 相 容 的 充 要 条 
件 是 4 为 完全 一 致 性 的 . 

证 明 必要 性 . 因为 三 为 4 的 特征 和 矩阵, 所 以 由 定义 10.2.5 知 wii = 0.5, Vi E 
N. 且 


Wi 3 
Wij 十 Wji = 


Wi + Wy Wi 十 Wi 


一 1, wij 之 0， Vi,jEN, i#¢7. 


所 以 特征 矩阵 WW 为 模糊 判断 矩阵 ， 又 因为 
Ws Wk wi 
Wi + Wk WE + WI Wy + Ws 


Wik WkjWIi = 


= “ 一 WOW0jktki Vi EN 天 了 天 天. 
Wi Wy Wi + WE WE + Ws 


所 以 由 定义 10.2.2 知 三 是 完全 一 致 性 的 . 由 必要 性 知 4 与 厂 完全 相 容 , 所 以 
4= 仙 ,从 而 4 为 完全 一 致 性 的 . 
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充分 性 . 设 由 = (wi,w2,…,wn)? 是 完全 一 致 性 模糊 判断 矩阵 4 的 权重 向 
量 , 由 引 理 10.2.1 知 ，4 所 对 应 的 互 反 判断 矩阵 DD 是 完全 一 致 性 的 , 所 以 w = 
(wi, WwW2,… ,wn)1 也 是 DD 的 固有 权重 向 量 , 由 引 理 10.2.2 知 


dij = wi/wi, Vij EN 
将 式 (10.2.10) 代入 式 (10.2.8) , 则 有 
ai = Wif (Wit wi), Vi,j EN. (10.2.11) 


所 以 4 = W, 从 而 它们 完全 相 容 . 证 毕 . 

定理 10.2.4 表明 , 模糊 判断 矩阵 4 与 其 特征 矩阵 完全 相 容 性 等 价 于 4 自身 的 
完全 一 致 性 . 因此 , 当 4 具有 满意 一 致 性 的 时 候 , 可 以 认为 4 与 其 特征 矩阵 具有 满 
意 的 相 容 性 . 当然 , 模糊 判断 矩阵 一 致 性 和 相 容 性 又 是 存在 区 别 的 两 个 概念 . 一 致 
性 考察 的 是 模糊 判断 矩阵 自身 的 特征 , 而 相 容 性 考察 的 是 两 个 模糊 判断 矩阵 之 间 的 
关系 . 只 有 当 考 察 模糊 判断 矩阵 4 与 其 特征 矩阵 的 相 容 性 时 , 相 容 性 和 一 致 性 才 是 
等 价 的 . 

定义 10.2.6 设 4 和 瑟 为 模糊 判断 矩阵 , 令 


1(A,B) = 二 FC(4, B). (10.2.12) 


则 称 I(4,B) 为 4 和 BB 相 容 性 指标 . 
由 定理 10.2.1 得 , 4 和 B 为 完全 相 容 的 充 要 条 件 是 I(4, B) = 0. 由 定理 10.2.4 
得 , 4 为 完全 一 致 性 的 充 要 条 件 是 4 和 其 特征 矩阵 W 的 相 容 指标 I(4, W) = 0. 
定理 10.2.5 ”模糊 判断 矩阵 4 和 吾 的 相 容 性 指标 I(A4, BB) 满足 如 下 的 估计 式 


0< I(A,B) 去 max {|ai; 一 bi;| ,V2, 了 € N} 。 (10.2.13) 


证 明 由 定理 10.2.1 知 FC(4, B) > 0, 所 以 I(4, B) > 0, 因为 B 为 模糊 判断 
矩阵 , 所 以 
byi 二 1] — bij, Vi,j EN. 


从 而 有 
FC(A,B) =》 ay+bi—1|= os — bi 
7 


i=1 7 一 i=1 j=1 


< YD max{le — bl} = n2 max {los — biyl}. 


i=1 j=1 


从 而 定义 10.2.6 知 结论 成 立 . 证 毕 . 


定义 10.2.7 A 和 B 为 模糊 判断 矩阵 , 若 I(4,B) < a, 则 称 4 和 B 为 满意 相 
容 的 . 特别 地 , 4 与 其 特征 矩阵 W 的 相 容 性 指标 I(4,W) < a, 则 称 4 为 满意 一 致 
性 的 . 其 中 a 为 相 容 性 指标 的 临界 值 . 

由 定理 10.2.5 知 a € [0，max {|aij 一 bij|,Vi, jE Njl, a 的 选取 体现 了 决策 者 
的 态度 , a 越 小 表明 决策 者 对 模糊 判断 矩阵 的 一 致 性 要 求 越 高 . 通过 计算 机 模拟 , 一 
般 可 取 a = 0:1 
10.2.3 基于 相 容 性 的 模糊 判断 矩阵 的 一 致 性 改进 方法 [4 


定义 10.2.8[143] 令 
T= QQ 十 Q". 
则 称 全 为 模糊 判断 矩阵 4 的 可 达 和 矩阵 , 其 中 十 表示 布尔 运算 的 “和 ”. 布尔 运算 


1， 当 @i; 之 0.5,% 天 J 
qij = $4 0， 当 aij < 0.5,i1 #7, 
0, 当 @iy 三 0.5,2 天 7. 


定义 10.2.9843 设 4 = (Qij)nxn 为 模糊 判断 矩阵 , 若 4 中 存在 m 个 不 小 于 
0.5 的 元 素 , 满足 


Su > Sw > Su> > un > Su WEN, 1=1,2,..,m. 


并 且 在 这 个 方案 优 劣 循环 链 中 至 少 有 一 个 元 素 大 于 0.5, 那么 称 4 是 不 一 致 的 , 否则 
称 和 矩阵 4 具有 满意 一 致 性 . 其 中 序 关系 “> “表示 一 个 方案 优 于 男 一 个 方案 . 

定理 10.2.6043 车模 糊 判 断 和 矩阵 4 的 可 达 和 矩阵 工 的 对 角 线 上 存在 为 1 的 元 
素 , 则 模糊 判断 矩阵 4 是 不 一 致 的 , 否则 4 具有 满意 一 致 性 . 

定义 10.2.1004 设 4 = (aij)nxn 为 模糊 判断 矩阵 , W = (wij) nxn 为 4 的 特 
征 和 矩阵 , 令 

gij= Qi — Wij, Vi,j EN 

则 称 G = (gi;) nxn 为 模糊 判断 矩阵 4 的 偏差 矩阵 . 

由 于 4 和 W 均 是 模糊 判断 矩阵 , 显然 可 得 偏差 矩阵 G 是 反对 称 矩 阵 ， 即 
GT=—G. 

推论 10.2.1 设 4 = (aij)nxn 为 模糊 判断 矩阵 ，4 为 完全 一 致 性 的 充 要 条 件 
是 4 的 偏差 矩阵 G = 0. 

推论 10.2.2 模糊 判断 和 矩阵 4 与 其 特征 矩阵 WW 的 相 容 度 为 


FC(A,W) 二 > |9ijl, 


i=1 j=1 
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其 中 g;; 是 4 的 偏差 矩阵 G 的 元 素 . 
证 明 FC(A,W)= > > las + wii—1|= >》 》， 


i=1 j=1 i=1 j=1 
= >， | =2 > -wl= > Yl9l. 
i=1 j=1 了 ? i=1 j=1 i=1 j=1 
由 推论 10.2.1 可 知 , 若 偏差 矩阵 G 中 存在 非 零 元 素 , 则 模糊 判断 矩阵 4 不 具有 
完全 一 致 性 , 并 且 gij| 偏离 0 越 大 , 说 明 对 应 的 oi; 对 4 的 不 一 致 性 影响 越 大 , 设 
|giojo| = 1 |9ijl, 则 aio;。 就 是 要 调整 的 关键 元 素 . 当 ai6;。> 0.5 时 , 将 其 适当 
调 小 一 点 , 反之 , 当 aioj < 0.5 时 , 将 其 适当 调 大 一 点 . 一 般 取 调 整 量 和 = 0.05[143， 
直到 达到 满意 一 致 性 时 为 止 . 基于 相 容 性 的 模糊 判断 矩阵 一 致 性 改进 步骤 如 下 : 
第 一 步 ” 计 算 模糊 判断 矩阵 4 的 可 达 和 矩阵 工 , 由 定理 10.2.6 判别 4 是 否 具有 
满意 一 致 性 , 若是 转 第 五 步 , 否则 转 下 一 步 . 
第 二 步 ”利用 特征 值 法 计算 4 所 对 应 的 互 反 判断 矩阵 的 DD 的 归 一 化 权 向 量 
uw = (ul wa WwWn)T, 从 而 计算 4 的 特征 矩阵 厂 . 
第 三 步 计算 4 的 偏差 矩阵 'G, 从 而 确定 4 中 要 调整 的 关键 元 素 0i0;,. 
第 四 步 ” 若 ai > 0.5, 令 aiojo = am 一 和 ojoio 二 0i040 十 入 若 a'iojo <0.5， 
令 aioj = Qiojo 十 入 ,Qiojo 二 Qjoio 一 入 , 其 他 元 素 不 变 , 即 令 Qj = Qiojos dy € Ni 天 
i0,j 关 jo, 将 矩阵 4 = (a oj )nxn 
第 五 步 ” 结 束 . 
10.2.4 ”应 用 举例 分 析 [1 人 9 


例 10.2.1 下 面 以 文献 [143] 中 的 数据 ,给 出 了 本 节 提 出 的 基于 相 容 性 的 模糊 判 
断 矩 阵 一 致 性 改进 方法 的 分 析 结 果 . 设 有 某 个 决策 问题 , 其 方案 集 表 示 为 X ={zx1, zx2， 
73 ,74}, 决策 者 给 出 的 模糊 判断 矩阵 为 


0.5 0.1 0.6 0.7 
0.9 0.5 0.8 0.4 
0.4 .0.2 0.5 0.9 
0.3 0.6 0.1 0.5 


对 计算 过 程 作出 解释 . 先 计 算 模糊 判断 矩阵 Ao 的 可 达 和 矩阵 To, 4o 不 具有 满意 

一 致 性 , 因此 , 利用 特征 值 法 计算 4o 所 对 应 的 互 反 判 断 和 矩阵 的 D 的 权 向 量 wo, 从 而 
计算 4o 的 特征 和 矩 阵 Wo, 然后 计算 4o 的 偏差 矩阵 Go, 从 而 确定 4o 中 要 调整 的 关 
键 元 素 为 a42, 取 调 整 量 \=0.05, 并 将 原来 的 aaa = 0.6 调整 为 %。 = 0.6 一 0.05 = 0.55， 
相应 地 a54 = 0.4 十 0.05 = 0.45, 其 他 元 素 不 变 . 调整 后 的 判断 矩阵 记 为 Ai, 进入 下 
轮 运 算 . 即 计算 4 的 可 达 和 矩阵 工 1, 由 此 可 知 A1 还 不 是 满意 一 致 性 的 , 因此 , 要 


Wj 
Wj 十 Wi 


| 


Qij 十 


Ao = 


10.2 ”模糊 判断 矩阵 的 相 容 性 研究 .237. 


计算 出 41 的 特征 矩阵 Wi 和 偏差 矩阵 Gi, 由 G1 知 41 中 要 调整 的 关键 元 素 为 
a42, 可 将 a42 再 调整 为 a45 = 0.5, 同时 将 os 调整 为 oh = 0.5, 其 他 元 素 不 变 , 则 调 
整 后 的 判断 矩阵 记 为 42. 如 此 循环 , 经 过 共 四 步 的 计算 , 最 后 使 调整 后 的 判断 矩阵 
4s 所 对 应 的 可 达 和 矩阵 Ts 的 对 角 线 上 元 素 均 为 0, 从 而 4s 具有 满意 的 一 致 性 . 具 
体 计算 结果 见 表 10.2.1. 

表 10.2.1 ”模糊 判断 矩阵 一 致 性 改进 的 计算 过 程 


判断 矩阵 4 可 达 和 矩阵 权 向 量 
0.5 0.1 0.6 0.7 1 1 1 0.1427 
Ao= 0.9 0.5 0.8 0.4 To = 1 1 1 wo = 0.4488 / 
0.4 0.2 0.5 0.9 1 1 1 0.2685 
0.3 0.6 0.1 0.5 1 1 1 0.1399 
0.5 0.1i 0.6 0.7 1 1 1 0.1427 
4 二 0.9 0.5 0.8 0.45 Ti | i 1 1 / ui = 0.4684 / 
0.4 0.2 0.5 0.9 1 1 1 0.2615 
0.3 0.55 0.1 0.5 1 1 1 0.1275 
0.5 0.1 0.6 0.7 1 1 1 0.1425 
Az = 0.9 0.5 0.8 0.5 Ty 二 | 1 1 1 / oo = 0.4870 / 
0.4 0.2 0.5 0.9 1 1 1 0.2544 
0.3 0.5 0.1 0.5 1 1 1 0.1162 
0.5 01 0.6 0.7 0 0 1 1 0.1420 
As = 0.9 0.5 0.8 0.55 Ts = 1 0 1 1 ws = 0.5056 
0.4 02 0.5 0.9 0 0 0 1 0.2472 
0.3 0.45 0.1 0.5 0 0 0 1 0.1058 
特征 矩阵 人 偏差 矩阵 
0.5000 0.2413 0.3470 0.5050 0 一 0.1413 0.2530 0.1950 
| 0.7587 0.5000 0.6257 0.7624 / | 0.1413 0 0.1743 ”一 0.3624 
0.6530 0.3743 0.5000 0.6574 一 0.2530 ”一 0.1743 0 0.2426 | 
0.4950 0.2376 0.3426 0.5000 一 0.1950 0.3624  —0.2426 0 
0.5000 0.2335 0.3530 0.5281 0 一 0.1335 0.2470 0.1719 
“| 0.7665 0.5000 0.6417 0.7860 / | 0.1335 0 0.1583 ”一 0.3360 
0.6470 0.3583 0.5000 0.6722 一 0.2470 ”一 0.1583 0 0.2278 
0.4719 0.2140 0.3278 0.5000 一 0.1719 0.3360  —0.2278 0 
0.5000 0.2264 0.3590 0.5508 0 —0.1264 0.2410 0.1492 
四 0.7736 0.5000 0.6569 0.8074 / | 0.1264 0 0.1431 ”一 0.3074 
0.6410 0.3431 0.5000 0.6865 一 0.2410 ”一 0.1431 0 0.2135 
0.4492 0.1926 0.3135 0.5000 一 0.1492 0.3074  —0.2135 0 
0.5000 0.2195 0.3649 0.5730 0 一 0.1195 0.2351 0.1270 
“| 0.7805 0.5000 0.6714 0.8268 / | 0.1195 0 0.1286 —0.2768 / 
0.6351 0.3286 0.5000 0.7003 一 0.2351  —0.1286 0 0.1997 
0.4270 0.1732 0.2997 0.5000 一 0.1270 0.2768 ”一 0.1997 0 
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可 见 , 最 终 计 算 结果 和 文献 [143] 是 相同 的 , 这 就 说 明了 本 节 提 出 的 改进 方法 的 
有 效 性 , 同时 在 一 次 循环 迭代 运算 中 , 本 节 只 需 计算 一 次 模糊 判断 秆 阵 的 特征 矩阵 
即 可 确定 要 调整 的 关键 元 素 , 而 文献 [143] 需要 计算 n 次 以 模糊 判断 矩阵 每 一 行 元 
素 为 依据 完全 一 致 性 矩阵 , 因此 本 节 的 计算 较 简单 些 . 

例 10.2.20 和 1 下 面 以 文献 [137] 中 的 数据 , 给 出 模糊 判断 矩阵 相 容 性 指标 的 
分 析 结 果 . 设 有 某 个 决策 问题 , 其 方案 集 表示 为 X = {X1,X2, XX3}, 其 中 有 两 位 专 
家 给 出 模糊 判断 矩阵 B1 和 B2 分 别 为 


0.5 0.6 0.7 0.5 0.7 0.8 
Bi= | 04 05 0.6 |, B2=|0.3 0.5 0.7 |. 
0.3 0.4 0.5 0.2 0.3 0.5 


利用 文献 [140] 中 给 出 的 求解 模糊 模糊 判断 矩阵 权重 公式 


i€EN. (10.2.14) 


分 别 求 得 .B1 和 B2 的 权重 为 
01 = (0.3833, 0.3333, 0.2833)T, ?pa = (0.4167, 0.3333, 0.2500)T. 


把 wi 和 wz 分 别 代入 式 (10.2.11) 中 , 可 以 计算 出 模糊 判断 矩阵 B1 和 B2 的 特征 
拓 阵 WW!1 和 全 2 为 


0.5 0.535 0.575 
0.465 0.5 0.540 
0.425 0.460 0.5 


0.5 0.556 0.625 
0.445 0.5 0.571 
0.375 0.429 0.5 


Wi = ， W,= 


由 式 (10.2.12) 算得 模糊 判断 矩阵 B1, B2 以 及 它们 的 特征 矩阵 相 容 性 指标 为 


I(Bi1, B2) = 0.0667, I(Bi1, Wi1) = 0.05563, 1(B2, Wa) = 0.0997. 


车 取 a = 0.1, 则 有 I(Bi,B2) < a 可 以 认为 模糊 判断 矩阵 B1 和 Bs 满足 满 
意 相 容 性 , 同时 TB Wi1) < o 1(B2,W2) < a, 所 以 Bl 和 B2 为 满意 一 致 性 的 . 

可 见 , 本 节 提 出 的 相 容 性 指标 所 得 的 判别 相 容 性 和 一 致 性 结果 和 文献 [134] 是 
相同 的 . 这 就 说 明了 本 节 提 出 的 相 容 性 指标 的 有 效 性 . 
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10.3 ”模糊 判断 矩阵 排序 的 最 小 偏差 法 的 性 质 


有 关 模 糊 判 断 窍 阵 的 排序 理论 与 方法 虽然 也 取得 了 一 些 重要 进展 t44.149, 但 排 
序 理论 与 方法 仍 需 进一步 完善 . 本 节 根 据 互 反 判断 窍 阵 和 模糊 判断 窍 阵 的 转换 公 
式 , 提出 模糊 判断 矩阵 排序 的 最 小 偏差 方法 , 并 研究 了 它 的 一 些 性 质 . 


10.3.1 基本 概念 [4 


在 多 属性 决策 中 , 专家 对 决策 方案 进行 两 两 比较 . 若 按 互 反 型 标 度 进行 赋值 , 给 
出 互 反 判断 矩阵 4 = (aij)nxn 满足 aij > 0,aii=1, ai = 1/aji,iyj ==1,2,…,n. 车 
按 模糊 型 标 度 进行 赋值 , 给 出 模糊 判断 矩阵 B = (6;j)wxn, 满足 bii = 0.5, bij 十 bjs 一 
1, bi; 之 0, 1,7 = 1,2,.……,n. 

为 方便 起 见 , 记 N =1{1, 2, … , n}. 

定义 10.3.1 设 BB 是 模糊 判断 矩阵 ， 如 果 对 任意 的 有 < N, bi > bys， 有 
vi > 且 前 者 所 有 等 式 成 立时 , 有 ww = v;, 则 称 此 种 排序 方法 为 强 条 件 下 保 序 的 ， 
其 中 六 = (v1,v2,… ,vn)! 是 排序 方法 得 出 的 排序 向 量 . 

定义 10.3.2 若 b; > 0.5, 对 任意 ke N, 有 bir > 55 车 bi; = 0.5, 对 任意 
kEN, 有 bi 之 bjx, 或 者 有 bir < bjk, 则 称 模糊 判断 矩阵 BB = (bij)nxn 为 序 传递 的 . 

一 种 排序 方法 可 以 看 成 判断 矩阵 集合 到 排序 向 量 集 合 的 映射 , 记 为 T(.). 

定义 10.3.3 设 T(-) 是 一 种 排序 方法 , B 是 任意 一 个 给 定 的 判断 和 矩阵， V = 
T(B) 为 排序 向 量 , 如 果 对 于 任 一 置换 矩阵 P, 均 有 PV = T(PBP”), 则 称 这 种 排 
序 方法 是 置换 不 变 的 . | 

定义 10.3.4 对 任意 模糊 判断 矩阵 B, 设 V= (vi,v2,…,vn) ?=T(B), W = 
(un Ww2,… ,wn)T 二 了 (BT) 分 别 是 B 与 BT 确定 的 排序 向 量 , 若 在 不 计较 一 个 规范 
化 因子 的 情况 下 , 总 有 wi = 1/vw, i = 1,2,…,n, 则 称 这 种 排序 方法 是 对 称 的 . 

定义 10.3.5 设 工 (-) 是 一 种 排序 方法 , Y = TT(B) 为 排序 向 量 , 如 果 BB 是 完全 
一 致 性 矩阵 , Y 必 是 B 的 固有 权重 向 量 , 则 称 这 种 排序 方法 是 相 容 的 . 
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设 B= (bi)nxn 是 完全 一 致 的 模糊 判断 矩阵 ,V = (uv on)7 是 B 的 排 
序 向 量 ， 其 中 Dv 一 1, Ui > 0， 2 € N, 则 有 [46l 


i=1 


Ui 217 
bi; = 一 一 一 ， 证 一 一 一， 1 = 1,2, 
Ho TH mtorr "7 ” 
所 以 有 ; 
,2 (10.3.1) 
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上 式 两 边 对 i 求 和 , 并 注意 到 》,w = 1, 则 有 


1 一 1 
i 一 1 /Sep ， j=1,2,.…,n. (10.3.2) 
故 得 排序 向 量 
ne nn T 
V= ( >》 (pia/bai) TI > Gui . (10.3.3) 
4 一 1 “一 


由 于 决策 者 在 实际 决策 时 所 给 出 的 模糊 判断 窃 阵 往往 是 不 完全 一 致 的 , 所 以 式 
(10.3.1) 一 般 不 成 立 , 为 此 引入 偏差 项 


Ji = (bi;/b7i)(v; /vi) 十 (oji/biz)(wiyoz) 一 2， 647 = 2 


显然 万 > 0, 为 此 构造 偏差 函数 F(V) = 》， 》' 廊 , 显然 , 合理 的 排序 向 量 了 = 


i=1 和 1 


(v1,22,… ,Vn)7 应 使 FF(V) 取得 最 小 值 , 即 有 如 下 最 优化 问题 
min F(V) 一 3 3 fij, 
“一 1 j=1 


nn 
2i 一 1， 
| 名 (10.3.4) 


vi > 0,¢ = 1,2,...,n. 


称 由 最 优化 问题 而 得 到 最 优 排序 向 量 的 方法 为 模糊 判断 矩阵 排序 的 最 小 偏差 法 , 简 
记 为 LDM. i 
定理 10.3.1 偏差 函数 FF(V) 在 DD 空间 中 有 唯一 最 小 值 点 V*, 且 V* 是 方程 
组 
2 bis/b72) v3/0i) = > bii/bis)(vi/07), i= ln (10.3.5) 
j=1 


j=1 


在 D 空间 中 的 唯一 最 优 解 ， 这 里 pfv- “0y Vn) vs >0,;= 1, “0 De) 。 


证 明 对 任意 的 V = (v1, v2 , Vn)T € D, 因为 fii 之 0, 2 了 一 1 2 ，77， 
所 以 F(V) > 0, 设 4a = inf{F(V)IV € D}, 由 下 确 界 的 定义 知 ， 存在 向 基 序 列 
{V(k) C D,k = 1,2,.…}, 使 得 


dim F(V(k)) = a. (10.3.6) 
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由 于 {V (A)CD} 为 有 界 向 量 序列 , 因而 存在 收敛 的 子 列 {V (Ri)= (v1 (ki),… ,on (Rs) 
设 其 极限 为 V* = (, 吗 … ,3)7， 即 lim V(k) = 显然 》 过 =1,v >0,ie 


z=1 
N, 证 wv > 0,i=1,2,.……,n 
假设 存在 几 = 0, 则 


F(V (Ki)) = D3 [Cbis /B32) (v3 (Ki) /valki)) + (bi/bis)(vi(ki) /vi(Ki)) — 2) 


i=1 j=1 
> (bio; /bjio) (vki)/vio (ki)) 一 2n? 一 o0. (10.3.7) 


式 (10.3.7) 与 式 (10.3.6) 矛盾 ! 所 以 假设 不 成 立 , 从 而 V* < D. 因为 收敛 序列 和 其 
任 一 个 子 列 都 有 相同 的 极限 , 且 注 意 到 函数 FP 的 连续 性 , 则 有 


PV)= lim FFYC))= lim F(V(K)) = 


所 以 V* e D 是 最 优化 问题 式 (10.3.4) 的 最 优 解 ， ， 
构造 Lagrange 函数 L(V, 入) = D3 12( Du- 1) 因为 V*eD 为 D 


i=1 j=1 


的 内 点 , 所 以 它 满足 如 下 一 阶 条 件 得 


ED = ped) + Gi/0) 0)| + A=0, i ha 
” j=1 
(10.3.8) 
hy QZ -D1 =0. (10.3.9) 


式 (10.3.8) 两 边 同 时 乘 以 w, 对 i 求 和 , 由 式 (10.3.9) 并 注意 到 双重 求 和 可 以 交换 
次 序 得 


n n 


A= 9 [Ci/b7) (03/05) — (bii/bis)(vi/ v3)] 


> 2 (bis /bss) (vs/™) 一 2 > (bi/bii) (v3 /0) =0. (10.3.10) 


由 式 (10.3.8)、 式 (10.3.10) 即 知 V* 满足 方程 组 式 (10.3.5). 
下 证 方程 组 解 的 唯一 性 . 设 TY 一 (v1, 22 up) eD, 三 = (Ww1, Ww2, ”0 , Wn)T € 
D 是 方程 组 (10.3.5) 的 两 个 不 同 的 解 , 则 存在 ,使 ve/wi = max{vi/wi}. 即 有 


Uk /WE 之 Vj/ Wj, 了 一 1 2 … 7 至 少 有 一 个 严格 的 不 等 号 成 立 
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所 以 
Vk 之 VjWk/Wi， 了 二 1,2,…,n， 至少 有 一 个 严格 的 不 等 号 成 立 .， (10.3.11) 
由 式 (10.3.11) 得 
>》 bsn/brs) (vi/03) > 》 bsp/bes) vw /wi0) = 》 (bjn /bs) wk /wi), (10.3.12) 
i=l j=1 j=L 


Gy/ < DCbrs /bn) (v7 /0807) = (br /by)Cww; /ion). (10.3.13) 
j=1 j=1 j=1 


因为 Y = (wi,v2,…,vn)T 是 方程 组 (10.3.5) 的 解 , 所 以 


》， (bjkp /bkj) (vk /vj) = 2 (Dk; /byk) (Vj /Uk). (10.3.14) 
j=1 j=1 
所 以 由 式 (10.3.12) ~ (10.3.14) 得 
DBrs /Big) w/w) > 》 bin /brs) (wk /wi). (10.3.15) 
j=1 j=1 


式 (10.3.15) 与 到 = (wi,2Ww2,… ,wn)7 是 方程 组 (10.3.4) 的 解 矛 盾 . 所 以 假设 不 成 
立 , 即 结论 成 立 . 证 毕 . 
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定理 10.3.2 模糊 判断 矩阵 排序 的 最 小 偏差 方法 为 强 条 件 下 保 序 的 . 
证 明 设 B= (bij jnxn 是 模糊 判断 和 矩阵， 设 Di 之 bjk, k= 1,2,.….,n, 所 以 
1 一 bip < 1 一 bjx, 注意 到 B 是 模糊 判断 矩阵 , 即 有 bri < br;. 因此 
Dik /bki 之 bjk /brkj, k=1,2,...,n. (10.3.16) 
式 (10.3.16) 两 边 同 成 以 w 并 对 大 求 和 得 
》， Dip Vk /bki 之 》， bjgVk /bjk: (10.3.17) 
k=1 k=1 


设 V = (wi,v2,… ,vn)? 是 由 最 小 偏差 排序 法 而 得 的 B 的 排序 向 量 , 由 定理 10.3.1 知 


》， (Big /bki) (Vk /vi) 一 》， (pi/bik)(wi/ VE), (10.3.18) 
k=1 天 一 1 
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n 


> bik /by) (v/v;) = Yu/bn)( ) (w/v8). (10.3.19) 


k=1 k=1 


对 式 (10.3.18) 和 式 (10.3.19) 式 两 边 分 别 同 乘 以 v; 和 wj 并 注意 到 式 (10.3.17) ， 
则 有 


nn 


》 ( (bri /bik) )(v2 /vk) ) > > (brs/bir)( V9 /vk). 
k=1 


k=1 


即 
v2 »3 (Dki/birvk) > V7 ?> ， (bkj /bjkVk). 
k=1 


由 式 (10.3.16) 知 bpi/bik < br /bjk, 二 1,2,…,n. 所 以 有 


0 kUk) < De jp Uk) 
k=1 
因此 有 名 之 2, 即 w > v;.， 证 毕 . 

定理 10.3.3 ” 设 模 糊 判 断 矩 阵 BB = (bij)nxn 是 序 传递 的 , Y = (v1,v2,… ,vn)T 
是 最 小 偏差 排序 法 排序 向 量 , 若 bi; > 0.5, 则 vi > v;, 若 biy > 0.5, 则 或 者 w > wj 
或 者 vi < vj). 

证 明 若 25 >0.5, 因 为 模糊 判断 矩阵 BB = (bz)nxn 是 序 传 递 的 , 由 定义 10.3.2 
知 , 对 任意 的 Re N, 有 bix 之 bjk, 由 定理 10.3.2 的 强 条 件 下 保 序 性 知 vi > v0;. 

车 bi; = 0.5, 由 序 传递 的 定义 10.3.2 知 , 对 任意 的 上 e N, 有 bip > bjx, 或 者 有 
px < bjx, 同样 , 由 定理 10.3.2 的 强 条 件 下 保 序 性 知 或 者 v; > v0, 或 者 vi < vj, 所 以 
结论 成 立 . 证 毕 . 

定理 10.3.4 模糊 判断 矩阵 排序 的 最 小 偏差 方法 具有 置换 不 变性 ， 

证 明 设 B = (bij)mxn 是 模糊 判断 符 阵 ,， 书 为 置换 矩阵 ，C = (cij)nxn = 
PBP", 设 经 置换 后 B 的 第 i 行 成 了 C 的 第 开行 ,已 的 第 i 列 成 了 C 的 第 天 列 ， 
且 令 了 = (ov ,Vn)T = LDM(B),W = (ww ,Wn)T = LDM(O) 分 别 是 
召 与 C 由 最 小 偏差 排序 法 确定 的 排序 向 量 , 由 定理 10.3.1 知 


> (biy/ bj) (vi /vi) = > (byi/bij) (vi/ v7)- 
因为 C 的 第 k 行 等 于 B 的 第 i 行 , C 的 第 k 列 等 于 B 的 第 i 列 , 上 且 由 定理 10.3.1 方 
程 组 解 的 唯一 性 知 ,，W = (wi,w2,…,wn)7 是 由 六 = (ov ,vn)7 的 第 i 个 元 
素 和 第 个 元 素 置 换 后 得 到 的 . 即 有 W = PV = LDM(PBP') = LDM(C), 因此 
模糊 判断 矩阵 排序 的 最 小 偏差 法 是 置换 不 变 的 . 证 毕 . 
定理 10.3.5 模糊 判断 矩阵 排序 的 最 小 偏差 法 具有 相 容 性 . 
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证 明 设 模糊 判断 矩阵 BB = (bij)nxn 为 一 致 性 矩阵 , Y = (ovo…,vn)T 是 
B 的 固有 权重 向 量 , 则 有 


bij = w/t v0), bj = 1,2,.…,n. 


所 以 Y = (wi,v2,…,vn)7 是 满足 方程 组 (10.3.5) 的 解 . 由 定理 10.3.1 知 VV = 
(w1,v2,…, vn) 是 由 最 小 偏差 法 得 出 的 排序 向 量 . 因而 模糊 判断 矩阵 排序 的 最 小 
偏差 法 具有 相 容 性 . 证 毕 . 

定理 10.3.6 模糊 判断 矩阵 排序 的 最 小 偏差 法 具有 对 称 性 . 

证 明 对 于 模糊 判断 和 矩阵 BB = (bij)wxn, 设 V = (wi1,v2,…,vn)7 是 由 最 小 偏 
差 法 得 出 的 排序 向 量 , 则 由 定理 10.3.1 知 , Y = (wi,v2,… ,vn)7 是 方程 组 (10.3.5) 
的 解 . 即 有 


(biy/bya) (v3 /vi) = > (bys/bis) (vi/v7). 
1 i=1 


j= 

设 C= BY, w:; 一 i 二 1,2,-…-,n, 因此 有 
> ci/ cn) wi /wi)= > (Bsa/bi3) (vi/07)= (bi;/bsi)(v0;/0i) = (cii/ cs) wa/ wi). 
i=l i=1 j=1 j=1 | 
即 在 不 计较 一 个 规范 化 因子 的 情况 下 , W = (wi,%w2,…, wn) 了 也 是 方程 组 (10.3.5) 
的 解 , 所 以 W = LDM(BT), 即 最 小 偏差 法 具有 对 称 性 . 证 毕 . 
10.3.4 实例 分 析 [471 

引用 文献 [145] 的 数据 , 有 四 个 备 选 方案 zi, za za z4, 专家 给 出 模糊 判断 垂 阵 


0.5 0.7 0.6 0.8 
0.3 0.5 0.4 0.6 
0.4 0.6 0.5 0.7 
0.3 0.4 0.3”0.5 


利用 本 节 的 最 小 偏差 法 , 利用 Matlab 最 优化 工具 箱 计 算 排序 向 量 为 
V = (0.4264, 0.1818, 0.2786,0.1132)T， 


故 相 应 方案 排序 为 zl > zs > za > xa, 这 与 文献 [145] 得 到 的 结果 一 致 . 因此 , 本 节 
提出 的 模糊 判断 矩阵 的 最 小 偏差 法 是 有 效 的 . 
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10.4 两 类 区 间 数 判断 矩阵 的 一 致 性 


在 层次 分 析 法 中 , 专家 对 方案 进行 两 两 比较 时 , 由 于 信息 量 不 足 或 方案 不 够 完 
善 , 使 得 专家 没有 把 握 对 方案 的 相对 重要 性 程度 作出 明确 判断 , 于 是 产生 了 不 确定 
型 AHP, 当 对 方案 两 两 比较 采用 区 间 标 度 时 , 相应 的 判断 矩阵 以 区 间 形 式 给 出 . 文 
献 [148,149] 引入 了 区 间 数 判断 矩阵 的 概念 , 文献 [150] 引入 了 区 间 数 模糊 判断 矩阵 
的 一 致 性 定义 , 并 给 出 了 区 间 数 互 反 判 断 矩 阵 和 区 间 数 模糊 判断 矩阵 的 转换 公式 . 
本 节 基 于 文献 [150] 给 出 的 区 间 数 互 反 判断 矩阵 和 区 间 数 模糊 判断 矩阵 的 转换 公式 
给 出 了 它们 一 致 性 的 充 要 条 件 , 并 研究 了 一 致 性 区 间 数 模糊 判断 矩阵 的 一 些 优良 性 
质 , 为 深入 研究 不 确定 性 理论 奠定 了 基础 . 


10.4.1 车 于 概念 450] 


定义 10.4.1[148] 记 a=[a-,at]= {zl0<a- <z<at}, 称 a 为 一 个 区 间 数 ， 
当 of = a” 时 , 区 间 数 a 即 为 普通 的 正 实数 . 

两 个 区 间 数 a = [eof = [5”,b1+] 称 为 相等 的 , 当 且 仅 当 o- = ,at = 寻 ， 
记 为 a =b. 常用 区 间 数 的 加 法 , 减法 和 数 乘 运算 规则 可 参见 9.3, 现 介绍 其 他 的 运 
算法 则 . 

乘法 运算 


ab == [a-b ,atbt], 特 别 地 ,和 Xa = [Xe ,Xarl, 入 > 0 为 实数 . 


除法 运算 


a a™ at 1 1 1 


logab = [llogab™ ,logsbt], a>1, b>0 >0. 


上 述 运算 满足 相应 的 交换 律 、 结合 律 、 分 配 律 . 

以 区 间 数 为 元 素 的 向 量 或 秆 阵 称 为 区 间 数 向 量 或 区 间 数 矩阵 . 设 4 = (Qij)nxn 
为 区 间 数 矩阵 ,aij = [aj,o5]. 记 4 = (a )nxn, 4 = (a#)nxns 并 记 4 = 
[4-,4+]， 同 样 对 区 间 数 向 量 z = (ztza ZI = [ri ,zt 记 2 = (zi) 
2 二 二 (zz 二 2 十) 并 记 为 x = [2-, z+]. 

定义 10.4.2048 称 4 = (au)nxn 为 一 个 区 间 数 互 反 判断 矩阵 ， 对 Yi 了 = 
1,2,…,n, 有 
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(1) oz = [ow,ad), HH 1/9 < a sat 9. 
(2) Qi7 一 7 天 J Qii 一 [1, 1]. 
7 
1,2,...,n, 均 有 
. QijQIk 一 Qj Qik. (10.4.1) 

则 称 4 为 一 致 性 区 间 互 反 判 断 矩 阵 ， 

显然 , 当 oj =o 时 , 一 致 性 区 间 互 反 判 断 矩 阵 即 为 通常 的 一 致 性 数字 互 反 判 
断 和 矩阵 ， 
V27 一 1 2 … 7 有 


bii 一 [0.5,0.5]， 盯 十 昧 = 妨 二 三 1 天/ (10.4.2) 
则 称 B 是 区 间 数 模糊 判断 矩阵 . 
定义 10.4.5159 BB = (bij)nxn 为 一 个 区 间 数 模糊 判断 矩阵 , bi; = [55, 三 ], 车 
有 
bi; 十 bjk = Dj 十 bir, Vi,j,k = 1,2,...,n. (10.4.3) 
则 称 BB 为 一 致 性 区 间 数 模糊 判断 矩阵 . 式 (10.4.3) 称 为 区 间 数 模糊 判断 矩阵 的 一 
致 性 条 件 . 
显然 , 当 三 = 时 时 , B 为 一 致 性 数字 模糊 判断 矩阵 . 
10.4.2 两 类 区 间 数 判断 矩阵 的 一 致 性 主要 结果 050 
设 4 = (gij)nxn 为 一 个 区 间 数 互 反 判 断 矩 阵 , 令 
biy 一 3 十 logg1 Qij, Vi, 一 1, 2， ,nN. (10.4.4) 


则 称 互 = (biy)nxn 为 区 间 数 互 反 判断 矩阵 和 = (aij)wxn 所 对 应 的 矩阵 . 实际 上 对 
和 矩阵 妃 有 如 下 结论 ， 

引 理 10.4.1 若 4 = (aij)axn 为 区 间 数 互 反 判断 矩阵 , 则 通过 转换 公式 (10.4.4) 
所 得 的 区 间 数 判 阵 BB = (bi;)nxn 一 定 是 区 间 数 模糊 判断 答 阵 . 


、 1 ， > 、- 
证 明 因 pi 一 2 十 logg1 Qij), Vi, 3 一 1,2, “7 由 区 间 数 运算 规则 知 


-1 1 
bi; = 3 + logs1 ai， b3 = 3 + loge1 0 Yi,j = 1,2,...,n. 


得 到 
_ 1 加 1 可 
25 十 妨 一 (3 + logg1 三) 十 (3 二 logg1 号 ) = 1 + loggi azja: 
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由 于 和 4 为 区 间 数 互 反 判 断 矩 阵 , 由 定义 10.4.2 知 ai = 二, 从 而 有 oo 二 1 故 有 
了 


bi 十 b=1. 


同 理 可 证 妨 十 时 三 1. 由 式 (10.4.4) 有 ba 二 [0.5,0.5], Vi = 1,2,…,n. 由 定义 
10.4.4 知 B= (bij)nxn 为 区 间 数 模糊 判断 矩阵 . 

定理 10.4.1 和 若 4 = (aij)nxn 为 一 致 性 区 间 数 互 反 判断 矩阵 , 则 4 所 对 应 的 
矩阵 B= (bij)wxn 为 一 致 性 区 间 数 模糊 判断 矩阵 . 

证 明 由 引 理 10.4.1 知 , B= (bij)nxn 为 区 间 数 模糊 判断 和 矩阵， 因为 bi; = 
了 十 logsl Qi;, 则 有 


2 
Qi 二 92055 1， . V2 7 一 1, 2, ,nN (10.4.5) 


又 因为 4 = (Qij)nxn 为 一 致 性 区 间 数 互 反 判 断 矩 阵 , 所 以 由 定义 10.4.3, 有 
QijQjk = QjjQikpy Vij = 1,2,..,n. (10.4.6) 


将 式 (10.4.5) 代入 式 (10.4.6), 有 9283~1 .920x 一 1 = 926;; 一 1. 92bik-1 根据 区 间 数 运 
算 规 则 知 


一 一 一 一 十 十 _ 十 十 
928 一 1 .92p 交 一 — Q2b073 1 . g2bih 1 9205 1. g2bh 1 二 92 护 -1 . 926h 1. 


于 是 得 到 bi; + bj = 07; 二 bik， a + 二 十 隶 , 即 bi; 十 bjk = by; 十 bip. 由 定义 
10.4.5 知 B 为 一 致 性 区 间 数 模糊 判断 矩阵 . 证 毕 . 
设 B= (bij)nxn 为 区 间 数 模糊 判断 矩阵, 令 


Qi = 9 Vi, = 1,2,.,n. (10.4.7) 


则 称 4 = (aij)nxn 为 区 间 数 模糊 判断 和 窍 阵 B = (bij)nxn 所 对 应 的 矩阵 , 对 矩阵 4 
有 如 下 结论 . 

引 理 10.4.2 若 = (bij)nxn 为 区 间 数 模糊 判断 和 矩阵, 则 通过 转换 公式 (10.4.7) 
得 到 的 区 间 判 断 矩 阵 4 = (aij)nxn 一 定 是 区 间 数 互 反 判 断 窍 阵 . 

证 明 因 az = 92%5-1， Vi,j 二 1,2,…,n, 由 区 间 数 运算 规则 知 


一 一 一 十 一 。 
Qj 一 92 1 a = 9 1， Vi = 1,2,...,n. 


故 有 


一 十 一 p+ 
a 一 9205 一 1 . 92 一 1 一 92(b 了 5 十 昧 ) 一 2. 


因为 B 为 区 间 数 模糊 判断 矩阵 , 由 定义 10.44 知 咏 十 肪 = 1, 从 而 有 aja 寺 =1. 
vi 二 12,…,n. 同 理 可 证 a#a7k = 1. 显然 , 由 式 (10.4.7) 有 aii = [1,1]. 由 定义 
10.4.2 知 A= (@ij)nxn 为 区 间 数 互 反 判断 矩阵 . 证 毕 . 
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定理 10.4.2 车 B= (bij)nxn 为 一 致 性 区 间 数 模糊 判断 矩阵 , 则 B 对 应 的 区 
间 判 断 矩 阵 4 = (aij)nxn 为 一 致 性 区 间 数 互 反 判断 矩阵 . 
证 明 由 引 理 10.4.2 知 ,4 = (Qij)nxn 为 区 间 数 互 反 判 断 矩 阵 .， 因为 ai; = 
925 ,得 到 
bi; = > 十 logsl Qi;, Vi,j = 1,2,..,n. (10.4.8) 


又 因为 B 为 一 致 性 区 间 数 模糊 判断 矩阵 , 所 以 由 定义 10.4.5 有 
bi;y + brs = bj + bk Vojk=1l,2, ,Nn (10.4.9) 


将 式 (10.4.8) 代入 式 (10.4.9) ,有 


1 1 1 1 
3 十 logsl aiy | 十 3 -A logg1 Qjk | = 了 十 logg1 ajijy 上 十 3 十 logsl azk |}. 


由 区 间 数 运算 规则 知 


1 1 一 
3 + logg1 ojj 了 + logg1 Qjk 3+ logg1 47; ] 十 3 二 loggi oa 关上 
1 1 + 
3 + logg1 o 直 3+ logg1 a 3+ logg1 a 十 3 + logg1 cj 上 


于 是 得 到 oj 未 = 67j03k;0 直 0 折 二 a 放 0 访 ; 即 oiyajk = Qjjaig， 由 定义 10.4.3 知 4 为 
一 致 性 区 闻 数 互 反 判断 矩阵 . 证 毕 . 

定义 10.4.6 设 区 间 数 模糊 判断 矩阵 B = (bij)wxn， 

(1) 车 三 = 0;i,6,j=1,2,…,n, 则 称 7= (好 )nxn 是 B 的 转 置 算 阵 . 

(2) 若 她 =1 可 = 1,2,…,n, 则 称 互 < = (好 )。xn 是 B 的 余 矩 阵 . 

定理 10.4.3 = (biy)nxn,biy = 了 D5, 护 ] 为 一 致 性 区 间 数 模糊 判断 矩阵 ， 
则 殖 具有 如 下 性 质 ， 

(1) BB 的 第 i 行 和 第 i 列 元 素 之 和 为 n，Vi= 1,2,.…,n 

(2) BT = B 且 为 一 致 性 区 间 数 模糊 判断 和 矩阵， BT 和 B? 分 别 是 B 的 转 置 
矩阵 和 余 和 矩阵 . 

(3) 从 BB 中 划 去 任意 一 行 及 其 对 应 应 列 所 得 到 的 子 矩 阵 是 一 致 性 模糊 判断 矩阵 . 

证 明 (1) 令 di= yooe = 3 则 ai 表示 B 的 第 i 行 元 素 之 和 , ei 表 


示 B 的 第 i 列 元 素 之 和 . 因为 B 为 一 致 性 区 间 数 模糊 判断 矩阵 , 由 定义 10.4.5 知 


bi; = DR 十 Dj — bkk, 07i = byn + bri — Drk, 
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n 


n n nn 
di+ ei= 》， bsj 十 + Db = 》 (6 (bix 十 Dj — bxk) 十 > (bjg + bi — Dkk) 
2 2 j=1 


;= 二] 27=1 


一 3 + bx; — ber + bsx + bri — Dkk) 
j=1 


= [bi t+ brei) + (bey + bjn) — (Dik + bry))] 


7=1 


= >, [Cbis + bg) + (bjs + Beg) — (beg + bg) 
= Ds 二 07j;) 二 = y (05 十 0.5) 一 7. 


(2) 设 BT = (好 )nxn 为 吾 的 转 午 矩阵 , B” = (569)wxn 为 五 的 余 矩 阵 . 由 定 
义 10.4.6 知 
bo =1—b, Vi=1,2,...,n (10.4.10) 


根据 区 间 数 运算 规则 知 

by = 二 1 一 的 (10.4.11) 
由 于 B 为 区 间 数 模糊 判断 矩阵 , 由 定义 10.4.4 知 夸 十 时 = 了 册 故 的 = 妹 . 而 
由 她 = bji 可 以 得 到 她 - = 妹 . 因此 好 ”= 中, 同 理 可 以 得 到 好 + = 好 +、 所 以 
b9 = ,Vi,j 二 1,2,…,n. 因 而 BY = 五. 

由 以 上 证 明 可 知 多” = 妹 ， 妈 + = 不, 因此 有 好- + 如 + = 妓 十 护 ==1, 同 
理 有 D+ 二 bjt 二 1. 由 (10.4.10) 知 ob = = [0.5,0.5], Vi = 1,2,...,n. 根据 定义 10.4.4 
知 B° 为 区 间 数 模糊 判断 矩阵 . 

因为 BB 为 一 致 性 区 间 数 模糊 判断 矩阵 , 所 以 由 定义 10.4.5 有 


bi; + bjk = bj; + bik, Vi, j,k = 1,2,.…,Nn 
根据 区 间 数 运算 规则 知 址 + 咏 = 起 十 不 , 即 
b= 6 + bh — bj (10.4.12) 
将 式 (10.4.12) 代入 式 (10.4.11), 有 


C- -一 一 十 _ 
bi 二 1 一 绪 二 1 一 芒 十 野 一 歧 | 
二 (1 一 技 ) 一 (一 妹 ) 十 (1 一 寻 )= 0 一 bi 二 的， 
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即 
C- po— 一 C— 
bi + bi = = 60 + 6b 


同 理 有 


bot + bt = bm + bo 


因此 有 妈 二 如 = 绝 二 好, 且 咒 =1 一 bi = [0.5,0. 引 由 定义 10.4.5 知 五 2 为 一 臻 
性 区 间 数 模糊 判断 矩阵 . 因为 B' = B, 所 以 BT 也 是 一 致 性 区 间 数 模糊 判断 矩 
阵 . 

为 B' = (Bi;)(w-Dxtn-y); 其 中 


bij, 7,7 < t, 
pe, bi,j+1) <ti>t, 
轩 bit1,j 1> t,j < t, 
bitrijtl, 区 > 让 
我 们 分 为 四 种 情况 讨论 : 


车 如 j < bh < 如 则 有 的 = biysbi = bykyb4; = bjjbis = bik. 因为 吾 为 一 致 性 
区 间 数 模糊 判断 矩阵 , 由 定义 10.4.5 知 biy 二 bjk = 9; 十 bap, 所 以 有 ;十 Di 二 09; 十 Bk 

车 67 <tg > tt 则 有 bi; = baybip = bykt1,07; = bib = b+ 因为 B 
为 一 致 性 区 间 数 模糊 判断 矩阵 ， 由 定义 10.4.5 知 bij 十 bjk41 三 by; 十 bi,p+1, 所 以 有 
by + bis = by + bs. 

(i) 若 ii< t,7>tk<i, 则 有 bs; 一 已 和 1 bx 一 BR 一 41 741 Dk = bi. 
因为 B 为 一 致 性 区 间 数 模糊 判断 矩阵 , 由 定义 10.4.5 知 bijr1 十 DjtDk 二 by41j+1 十 
bip, 所 以 有 54; 十 Dk = Db; 十 Diy 

若 i<b>bk>t 则 有 Bb; = bigtly Dip = bjplkti by = bjt1g41o bik 一 及 


因为 B 为 一 致 性 区 间 数 模糊 判断 矩阵 , 由 定义 10.4.5 知 
bijtl 十 bytl,kt1 = byt1,7+1 十 bi,kt1- 


所 以 有 上 十 bi = 擅 ) 十 区 ij 

(ii) 车 i > 证 j < 如 < 如 则 有 的 = beri Ds = Bjns bj = bjjy bs = bituk. 因 
为 B 了 由 定义 10.4.5 知 bi41; 十 Djg 二 0;j 十 birugk; 所 
以 有 Bi; 十 Dk = BD; 十 bh 

车 i>t,j< 和 开 > 二 则 有 bt) = 5 Dip = by,pt1 一 0 一 pk 因 
为 BB 为 -. 致 性 区 间 数 模糊 判断 矩阵 由 定义 10.4.5 知 bi41,; 十 bj,k41 一 0 十 DLR 
所 以 有 04; 十 bi 二 65; 十 Di 
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(iv) 着 7 > bk <t 则 有 bi; = bitisjti bp = bjtlky by = byt1,j+t1; bi = 
ui 因为 B 为 一 致 性 区 间 数 模糊 判断 和 矩阵, 由 定义 10.4.5 知 bsp1y+1 二 DIE 二 
bj+41,j+1 十 bi+yk; 所 以 有 


若 纪 7j>k> 则 有 
biy = bitnstls bp= Dthktly by = bytistl; beg = bitlktl: 


因为 B 为 一 致 性 区 间 数 模糊 判断 矩阵 ， 由 定义 10.4.5 知 bi+1y+1 十 Wt k+1 一 
byt1,j+1 十 bi+1,k+1; 所 以 有 
bi; + bn = 的 + bog: 

因此 Vi,jk=1,2,…,n;k 关 录 均 有 0 十 BD 二 ;十 bp; 且 9; = [0.5,0.5], 所 以 B' 
是 一 致 性 区 间 数 模糊 判断 和 矩阵. 证 毕 . 

综 上 所 述 , B' 为 一 致 性 区 间 数 模糊 判断 矩阵 . 

定理 10.4.3 的 意义 在 于 当 我 们 得 到 区 间 数 一 致 性 模糊 判断 矩阵 后 , 如 果 又 要 删 
去 某 一 因素 , 则 不 必 重 新 设计 区 间 数 一 致 性 模糊 判断 矩阵 , 而 只 要 从 原 矩 阵 中 删除 
该 因素 对 应 行 与 对 应 列 即 可 . 如 此 获得 的 降 阶 (n 一 1 阶 ) 区 间 数 判断 和 矩阵 仍 是 一 致 
的 . 这 说 明 区 间 数 一 致 性 模糊 判断 和 矩阵 具有 很 好 的 鲁 棒 性 . 

定理 10.4.4 ”区 间 数 模糊 判断 矩阵 BB = (Bij)nxn, 85 = [ 辐 , 巾 ] 是 一 致 性 矩阵 
的 充 要 条 件 是 任意 指定 某 一 行 和 某 一 列 对 应 元 素 之 和 为 常数 . 

证 明 必要 性 . 设 B 为 一 致 性 区 间 数 模糊 判断 矩阵 , 对 任意 指定 的 第 i 行 和 
第 了 列 , 由 定义 10.4.4 知 Yk,j = 1,2,…,n, 有 bgpp = b;;. 而 由 定义 10.4.5 知 ,Vk = 
1,2,.…,n 有 

bik + bk; = Dkk + bi; = bjy + bis: 


在 上 式 中 , i 和 了 是 固定 的 , 只 有 是 变动 的 , 故 第 i 行 和 第 7 列 对 应 元 素 之 和 为 
常数 . 

充分 性 . 设 B 为 区 间 数 模糊 判断 矩阵 . 对 任意 指定 的 第 i 行 和 第 7 列 , 设 它们 
对 应 元 素 之 和 为 w 即 对 Vk = 1,2,…,n, 有 bi 十 br; =a 成立 . 特别 地 , 当天 = 了 时 
也 成 立 , 即 有 bi; 十 bj;; = a. 而 由 定义 10.4.4 知 Vk = 1,2,…,n, 有 pk = bj;. 因此 
得 到 bix 十 bg; = bi; 十 bjy = bi; 十 bxkx， 由 和 7 的 任意 性 及 定义 10.4.5 知 , B 是 一 
致 性 区 间 数 模糊 判断 矩阵 . 证 毕 . 
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